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摘 要

摘 要
等离⼦体是由电⼦、离⼦和中性粒⼦组成的具有准中性性质的多粒⼦体系,

是相互作⽤⼒由电磁⼒主导的复杂系统。由等离⼦体中带电粒⼦的相互碰撞而
导致的⾮线性和多尺度现象在等离⼦体中是⼗分常⻅的，对碰撞过程的研究可
以揭⽰更多的物理。理论上通常⽤于描述含碰撞等离⼦体现象的确定性⽅程是
Fokker-Planck(FP)⽅程，相应的数值⽅法也得到了发展。尽管 FP⽅程是关于分
布函数演化的确定性⽅程，但其描述了带电粒⼦受到德拜球内其他粒⼦多重小
⻆度碰撞而产⽣的类似于布朗运动的随机运动。因此对试探粒⼦在碰撞作⽤下
的随机轨迹的计算更加趋近于第⼀性原理的计算。根据随机微分⽅程 (SDE)与
FP⽅程的随机等价性，采⽤对 SDE的求解替代 FP⽅程的求解，可以将对分布
函数演化的复杂求解转换为相对容易的对粒⼦动⼒学轨迹的求解。因为等离⼦
体系统具有多⾃由度和多尺度的特点，想要得到等离⼦体系统每⼀时刻的精确
信息，采⽤解析求解是不可能的，必须通过⼤规模的数值模拟。随着越来越先进
计算集群的建设，研究这些物理问题所需求的⼤规模计算资源逐渐能够得到满
⾜，特别在含有多尺度和多⾃由度的等离⼦体物理问题的研究中，数值模拟也变
得⽇益重要。而发展更有效可靠的 SDE相关数值⽅法，使⼈们可以研究更复杂
的等离⼦体碰撞相关现象，如输运、粒⼦慢化、粒⼦损失等，加深对此类现象的
理解。
本⼯作开发了⼀种适⽤于求解 Stratonovich SDE的 Monte-Carlo隐式模拟程

序——Implicit Stratonovich Stochastic Differential Equations (ISSDE)。该程序基于
Stratonovich SDE 和 FP ⽅程的随机等价性理论，⾸先利⽤ Rosenbluth MacDon-
ald Judd(RMJ) 势表⽰下的 FP ⽅程得到背景等离⼦体为 Lorentzian 等离⼦体和
Maxwellian等离⼦体，以及背景粒⼦为任意分布时与 FP⽅程具有随机等价性的
Stratonivich SDE；然后根据 Stratonovich积分的定义和 Euler-Maruyama数值⽅法
的要求对 Stratonovich SDE进⾏数值离散，由此得到隐式中点格式算法；再采⽤
分裂法处理离散后的 Startonovich SDE，并对碰撞部分采⽤⽜顿法和拟⽜顿进⾏
求解；最终通过对 Stratonovich SDE的求解得到每⼀个粒⼦的动⼒学轨迹。ISSDE
采⽤隐式中点格式并采⽤分裂法保证⽅程确定性部分误差不积累，相⽐于随机
Runge-Kutta⽅法，隐式中点与分裂法组合所得的数值⽅法具有更⾼的数值稳定
性。对背景等离⼦体为 Lorentzian等离⼦体的情况，该⽅法可以保证计算粒⼦碰
撞过程时的能量守恒。ISSDE模拟程序采⽤ C++语⾔开发，具有标准接口和各
种灵活的可扩展模组。
在正确性验证⽅⾯，本⼯作通过模拟电⼦束在⾮磁化和磁化致密等离⼦体中
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摘 要

的慢化过程，得到粒⼦系综内每个粒⼦的随机轨迹，对平⾏于⼊射⽅向的粒⼦速
度进⾏系综平均，所得平均速度的演化和 FP⽅程理论解得的系综平均速度的演
化是⼀致的，进而验证了 ISSDE的正确性；通过对电⼦-电⼦弛豫过程的模拟展
⽰ ISSDE计算结果与物理结果的⼀致性；通过对⼊射电⼦束与背景 Maxwellian
电⼦的碰撞以及离⼦束与背景Maxwellian电⼦的碰撞过程展⽰了 ISSDE的适⽤
性。
针对具体物理应⽤，我们采⽤ ISSDE计算托卡⻢克平衡位型下中性束沉积

产⽣的快离⼦的损失与慢化过程，在追踪快离⼦损失的同时探究碰撞对快离⼦
损失过程中的影响。本⼯作研究了东⽅超环（EAST）装置中中两个同向中性束
(NBI)快离⼦在最外层闭合磁⾯ (LCFS)边界和第⼀壁 (FW)边界的直接损失。数
值模拟结果表明，使⽤ FW边界的快离⼦的损失⾏为与 LCFS边界的损失⾏为有
所不同，特别是对于具有较⼤回旋半径的快离⼦。根据我们的计算，由垂直注⼊
产⽣的快离⼦中约有 5.11%漂出 LCFS，然后返回 LCFS内部被磁场俘获。快离
⼦的直接损失率和轨道类型的⽐例取决于快离⼦在 𝑃𝜁 − 𝛬空间的初始分布。在
库仑碰撞的作⽤下，发⽣投掷⻆散射和随机扩散，这将导致更多的快离⼦损失。
对于短时间尺度，在因碰撞而损失的粒⼦中，⾹蕉离⼦的⽐例在垂直束中达到
92.31%，在切向束中，当总⾹蕉粒⼦⽐例为 3.4%时，由碰撞导致损失的⾹蕉粒
⼦⽐例为 58.65%，这意味着库仑碰撞对⾹蕉快离⼦的影响更为显著。对于⻓时
间尺度，切向束和垂直束由库仑碰撞造成的额外快离⼦损失分别占总粒⼦数的
16.21%和 25.05%。NBI快离⼦的慢化过程表明快离⼦通过库仑碰撞与背景等离
⼦体发⽣动量和能量交换。

关键词：FP⽅程；Stratonovich SDE；Euler-Maruyama；隐式；慢化过程；Lorentzian
等离⼦体；Maxwellian等离⼦体；分裂法；⽜顿法和拟⽜顿法；快离⼦
损失与慢化；托卡⻢克
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Abstract

ABSTRACT

Plasma is a multiparticle system with quasi-neutral properties composed of elec-
trons, ions and neutral particles, and is a complex system in which the interaction forces
are dominated by electromagnetic forces. The nonlinear and multi-scale phenomena
caused by the collision of charged particles in the plasma are very common in plasma
and the research on the collision process can reveal more physics. The deterministic
equation which is commonly used to describe the phenomenon of collisional plasma is
the Fokker-Planck (FP) equation and many corresponding numerical method has been
developed. Although the FP equation is a deterministic equation for the evolution of the
distribution function, it describes a random motion similar to the Brownian motion of
a charged particle in multiple small-angle collisions with other particles inside a Debye
sphere. Therefore, the calculation of the random trajectories of the test particles under
the collision effect is closer to the first principle calculation. According to the stochas-
tic equivalence between the stochastic differential equation (SDE) and the FP equation,
we can convert the solution of the evolution of the distribution function to the solution
of the particle dynamics trajectory, which means the solution of the SDE can be used
to approximate the solution of the FP equation. Because of the multi-degrees of free-
dom and multi-scale characteristics of the plasma system, it is hard to obtain accurate
information for each moment of the plasma system using analytical solutions. Large-
scale numerical simulations is required to carried out the evolution of plasmas. With the
construction of advanced computing clusters, the resources for simulating multi-scale
physical problems can be met. The development of SDE-related numerical methods
can advance the study of related collision plasma problems, such as transports, particle
slowing down and particle loss, and improve the understanding of these problems.

In this work, we developed a Monte-Carlo implicit simulation program suitable
for solving Stratonovich SDEs: Implicit Stratonovich Stochastic Differential Equations
(ISSDE). This program is based on the stochastic equivalence theory of Stratonovich
SDE and FP equations. First, the FP equation expressed byRosenbluthMacDonald Judd
(RMJ) potential is used to obtain the corresponding Startonovich SDE with the back-
ground plasma as Lorentzian plasma, Maxwellian plasma, or plasma with an arbitrary
distribution; Then according to the definition of Stratonovich integral and the require-
ments of Euler-Maruyama numerical method, the Stratonovich SDE is numerically dis-
cretized to obtain the implicit midpoint algorithm; the splittingmethod is used to process
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the discrete Startonovich SDE, and the collision Part is calculatedwithNewton-Raphson
or quasi-Newton method; Finally, the kinetic trajectory of each particle is obtained by
numerically solving the Stratonovich SDE. ISSDE adopts the implicit midpoint format
and the splitting method to ensure that the numerical error of deterministic part does not
accumulate. Compared with the stochastic Runge-Kutta method, the numerical method
obtained by combining the implicit midpoint and the splitting method has higher nu-
merical stability. When the background plasma is Lorentzian plasma, this method can
ensure the energy conservation in the particle collision process. ISSDE simulation pro-
gram is developed in C++ language, with standard interfaces and various flexible ex-
tensible modules.

To verify the correctness of ISSDE, we firstly simulated the slowing-down process
of electron beam in non-magnetized and magnetized dense plasma, a random trajectory
of each particle in the particle ensemble is obtained, and the evolution of the ensemble
average of the velocity which is parallel to the incident direction is consistent with the
one obtained from the analytical solution of FP equation. Then the simulation of the
electron-electron relaxation process shows the consistency between the ISSDE calcula-
tion results and the physical results. The applicability of ISSDE is demonstrated through
the collision between the incident electron beam and the background Maxwellian elec-
trons and the collision process between the ion beam and the background Maxwellian
electrons.

For applications, we use ISSDE to calculate the loss and slowing process of fast
ions generated by neutral beam deposition in equilibrium configuration in the Exper-
imental Advanced Superconducting Tokamak (EAST), and explore the impact of col-
lision on fast ion loss while tracking the loss of fast ions. The prompt loss with the
last closed flux surface (LCFS) boundary and the first wall (FW) boundary of the two
co-current neutral injection beams are studied. Simulation results show that the loss
behavior of fast ions using the FW boundary is different from that of the LCFS bound-
ary, especially for fast ions with a large gyration radius. According to our calculations,
about 5.11% of fast ions generated by perpendicular injection drift out of the LCFS and
then return inside the LCFS to be captured by the magnetic field. The prompt loss ratio
of fast ions and the ratio of orbital types depend on the initial distribution of fast ions
in the 𝑃𝜁 − 𝛬 space. Under the effect of Coulomb collisions, the pitch-angle scattering
and stochastic diffusion will cause more fast ion loss. For short time scales, among the
particles lost due to collisions, the fraction of banana ions reaches 92.31% in the perpen-
dicular beam and 58.65% in the tangential beam when the fraction of banana ions in the
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tangential beam is 3.4% of the total ions, which means that the effect of Coulomb colli-
sions on banana fast ions is more significant. For long time scales, the additional fast ion
loss caused by Coulomb collisions of tangential and perpendicular beams are 16.21%
and 25.05% of the total particles, respectively. The slowing down process of NBI fast
ions indicates that the fast ions exchange momentum and energy with the background
plasma through Coulomb collisions.

Key Words: FP equation; Stratonovich SDE; Euler-Maruyama; Implicit; Slowing-
down; Lorentzian plasma; Maxwellian plasma; Splitting method;
Newton-Raphsonmethod; Quasi-Newtonmethod; Fast ion loss and slow-
ing down; Tokamak
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第 1章 绪 论
1.1 引⾔
等离⼦体是区别于固态，液态和⽓态的物质的“第四态”，是物质变成⽓态

后获得更多能量发⽣电离而产⽣的由电⼦、离⼦和中性粒⼦组成的具有准中性
性质的多粒⼦体系，是相互作⽤⼒由电磁⼒主导的复杂系统。由等离⼦体的电磁
性质和能够保持电中性的性质，使得等离⼦体能够展现波动、⾮线性相⼲结构和
湍动等丰富的集体运动⾏为。
对于⼀般中性⽓体，有效相互作⽤半径远小于粒⼦平均⾃由程，粒⼦之间的

相互作⽤⼒为 Van der Waals⼒，粒⼦发⽣碰撞的作⽤时间⼗分短暂，在这个过
程中粒⼦速度⽅向和⼤小发⽣突变。在远⼤于粒⼦平均⾃由程的空间尺度上，微
观运动不重要，可以看成连续介质，宏观流体模型适⽤。对于弱电离 (1%)，主要
是电⼦和中性粒⼦发⽣短程相互作⽤，该相互作⽤⼒与中性粒⼦之间的相互作
⽤⼒相似但有差异，不同之处在于带电粒⼦将受到⾃⾝产⽣⾃洽场以及外加电
磁场的作⽤⼒。对于强电离等离⼦体，带电粒⼦之间的相互作⽤为主要部分。由
于库仑⼒的⻓程性，带电粒⼦受到的作⽤⼒包含⻓度小于德拜⻓度的碰撞相互
作⽤，⻓度⼤于德拜⻓度的电磁⻓程相互作⽤，例如由电荷堆积或分离产⽣的电
场以及由等离⼦体电流产⽣的磁场。带电粒⼦的⼤⻆度偏转主要是由多重的小
⻆度偏转累积而成。这⾥带电粒⼦的轨道不是简单的折线，而是不断发⽣小偏转
并且逐渐形成⼤拐弯的曲线。在⼀定近似下，可以将带电粒⼦间的多体碰撞看成
是⼀系列⽆关的⼆体碰撞的叠加 [1]。
在等离⼦体研究中，多尺度和多⾃由度的性质⼗分明显，其多尺度的性质体

现在空间尺度，时间尺度和能量尺度等，其多⾃由度体现在等离⼦体的多粒⼦体
系以及相互作⽤都为多体相互作⽤。空间尺度可以由电⼦回旋半径到恒星⼤小，
时间尺度范围可以从电⼦回旋周期到星系演化⻓短，温度尺度范围可以从⽕焰
的 10−1eV到聚变 𝛼粒⼦的MeV等。正因为等离⼦体的多尺度性质，在研究⽅法
⽅⾯，往往会根据具体研究对象的尺度⼤小，做⼀些近似处理。例如当等离⼦体
⼗分稀薄的情况，等离⼦体可以当作独⽴粒⼦系统，这时可以采⽤单粒⼦模型对
等离⼦体进⾏近似，求解每个粒⼦的轨迹；当等离⼦体⼗分稠密时，等离⼦体可
以当作连续介质，这时可以采⽤宏观流体模型进⾏近似。相⽐于等离⼦体的宏观
描述，采⽤微观描述也是⼀种基本的⽅法，因为等离⼦体是多粒⼦系统，因此可
以采⽤统计⽅法进⾏处理。微观描述先得到等离⼦体的分布函数，分布函数是不
可测量，而根据分布函数的矩得到各个可测宏观物理量。采⽤微观量统计的⽅法
可以得到流体描述⽆法得到的性质，例如 Landau阻尼。从微观描述出发，就需要
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求解粒⼦分布函数演化的动理论⽅程。分布函数的各阶矩包括等离⼦体的质量，
平均速度，平均能量，压强等。采⽤动理论⽅程还可以求解等离⼦体各种⾮平衡
过程，包括弛豫过程和输运过程。弛豫过程是等离⼦体由⾮平衡态向平衡态过渡
的过程，例如粒⼦束⼊射致密等离⼦体中的慢化过程，偏离各向同性Maxwellian
速度分布等离⼦体逐渐趋于 Maxwellian速度分布的过程。而输运过程是稳恒⾮
平衡态发⽣的⾮平衡过程，例如等离⼦体中的粒⼦流，电流和热流等。⽤于描述
输运过程的物理量如扩散系数、电阻率、热导系数等。这些⾮平衡过程是由带电
粒⼦之间的碰撞和⻓程相互作⽤共同导致的，因此从微观上对这些⾮平衡过程
进⾏研究，就需要研究等离⼦体中的碰撞相互作⽤。
对等离⼦体中碰撞的研究通常采⽤的是试探粒⼦近似⽅法，在弛豫过程的

求解中只考虑试探粒⼦在背景等离⼦体中受到的作⽤⼒，而不考虑背景粒⼦受
到的反作⽤⼒或者试探粒⼦之间的相互作⽤⼒，然后得到试探粒⼦的轨迹，最终
通过统计的⽅法得到粒⼦分布函数以及分布函数各阶矩随时间的变化。而在考
虑密度相近的粒⼦群由于碰撞发⽣的物理过程时，即考虑输运过程时，不仅要考
虑粒⼦群之间的相互作⽤，还要考虑同种粒⼦间的碰撞相互作⽤，这种情况就
更为复杂。在这篇⽂章中我们只考虑试探粒⼦的弛豫过程。研究含碰撞的等离
⼦体微观描述时，可以采⽤含碰撞项的动理论⽅程。动理论⽅程中碰撞项可由
多种途径得到，例如从各种碰撞模型得到，包括 Krook碰撞模型，Boltzmann碰
撞模型，Landau碰撞模型，FP碰撞模型。也可以从刘维尔⽅程经 BBGKY或者
Klimontovich途径导出。碰撞模型的发展都是基于⼀些假设并⼀步步递进的，例
如 Boltzmann碰撞模型假定 1. 所有碰撞都是两体碰撞；2. 在碰撞前后粒⼦均做
⾃由运动；3. 分⼦混沌假说，即粒⼦间碰撞次数只和两粒⼦分布函数有关，而和
粒⼦之间的关联⽆关。Landau碰撞模型是在 Boltzmann碰撞模型的基础上假设
碰撞的作⽤⼒为库仑相互作⽤，并采⽤了小⻆近似。而 FP碰撞模型的基本假设
认为 1. 碰撞过程是弹性碰撞；2. 碰撞过程是⻢尔可夫过程的，即粒⼦由⼀个状
态转换到另⼀个状态的概率与历史⽆关，只与当前状态有关；3. 多体碰撞过程
相当于⼀系列两体碰撞的线性叠加 [1]。因为 FP碰撞模型是建⽴在多重小⻆碰撞
的基础上的，因此更符合等离⼦体碰撞过程的真实情况。在本⽂中我们主要采⽤
FP碰撞模型来处理等离⼦体中的碰撞问题。
由于等离⼦体碰撞的多体相互作⽤过程，以及不同尺度过程的相互耦合，可

能会使近似理论失效，因此，从理论解析解的研究也变得更加困难 [2]。对于这类
复杂问题，数值模拟往往是⼀种有效的⼿段。随着先进计算机集群的建设，⼤尺
度物理问题所需求的⼤规模计算资源逐渐能够得到满⾜，特别在含有多尺度和
多⾃由度的等离⼦体物理中，数值模拟也变得⽇益重要。然而，即便是采⽤数值
计算，对于多尺度过程的求解也可能会因为不合适的算法而产⽣误差的积累。针
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对这种情况，各种带电粒⼦动⼒学的保结构算法被开发出 [3-7]。近⼏年，各种基
于不同数学原理的先进等离⼦体保⼏何结构算法得到充分的研究，该类算法可
以保证数值计算的⻓期稳定性，⽐如，带电粒⼦导⼼系统的变分⾟算法 [8]、经典
带电粒⼦的保体积算法 [9-11]等。尽管 FP⽅程是关于分布函数演化的确定性⽅程，
但其描述了带电粒⼦受到德拜球中其他粒⼦多重小⻆度碰撞而产⽣的类似于布
朗粒⼦的随机运动。因此对试探粒⼦在碰撞作⽤下的随机运动轨迹的计算和统
计是我们设计碰撞算法的基本出发点。然而，当前基于等离⼦体的 FP⽅程的数
值⽅法⼤多数是基于⽹格法的，算法构造过程存在⼀些难点，⼀般需要通过回旋
近似或降维等⽅式求解简化 FP模型 [12-14]。相⽐较而⾔，基于粒⼦的数值⽅法因
为⼀些原因更受欢迎，例如粒⼦Monte-Carlo⽅法更简单、直观并且收敛速度不
依赖于维数。而且基于粒⼦的混合模型，其计算效率也很⾼ [12,15]。

根据 SDE与 FP的随机等价性，我们可以将对分布函数演化的求解转换为
对粒⼦动⼒学轨迹的求解以此来简化对 FP⽅程的数值求解。SDE理论在很多科
研领域，如⽣物，化学，流⾏病学，⼒学，微电⼦学，经济学等的应⽤越来越多。
在过去⼏⼗年⾥，除了数学领域，在⼯程和物理中的科研⼈员也对 SDE数值⽅
法越发重视 [16]。在物理研究中，SDE在各⼆级学科如分⼦动⼒学、神经动⼒学、
天体动⼒学等都有应⽤。SDE与偏微分⽅程 FP⽅程的随机等价性是 SDE理论
的⼀个重要研究内容。将对 FP⽅程的求解转换为对 SDE的求解有很多优势，⾸
先，这样处理可以在保证物理信息不丢失的前提下，简化⽅程的求解；其次，采
⽤ SDE对动⼒学系统进⾏描述，实质是将对分布函数的求解转换为对粒⼦演化
轨迹的求解，可以得到粒⼦演化的轨迹信息；最后，常微分⽅程（ODE）的保⼏
何结构算法已经⽐较成熟，我们可以采⽤分裂法的思想对确定性部分采⽤保结
构算法，而碰撞部分采⽤⼀般的随机数值算法，或者类⽐于保结构算法思想利⽤
⼏何算法理论获得具有更加优良稳定性的 SDE数值⽅法 [16]。

1.2 随机微分⽅程
本节将⾸先介绍 SDE的起源与发展，再介绍 SDE数值⽅法的研究现状，最

后介绍⽤于构造 ISSDE模拟程序的 Euler-Maruyama数值⽅法。

1.2.1 随机微分⽅程的起源与发展
SDE是在常微分⽅程，⾼等概率论和随机分析等科学的基础上发展起来的

⼀⻔学科，它⼴泛应⽤于各个⾃然科学领域。尽管⼀些随机微分⽅程在理论上
存在唯⼀解，但⼤多数随机微分⽅程的解不能显式的表达出来。因此，采⽤数值
的⽅式，借助⼤型计算机，构造随机微分⽅程的数值解就显得格外重要 [17]。常
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微分⽅程可以解决确定性问题，但⼀些实际问题如⾦融经济中的期权定价问题，
⽣物学中的⼈口增⻓问题，多粒⼦碰撞问题等。随机现象和过程已经不能⽤常微
分⽅程来解决了。建⽴数学模型时，需要考虑不确定因素，于是 SDE开始得到
研究和发展。常微分⽅程模型经常被⽤来模拟粒⼦的运动，同样的，偏微分⽅程
也可以⽤来描述⼀个粒⼦系综粒⼦轨迹的演化。在这个基础上对模型加⼀些噪
声，这些噪声可能来⾃外界，也有可能是系统本⾝的随机性带来的 [18]。1827年，
Brown 根据浸在溶液中不断受到⽔分⼦撞击而产⽣的不规则运动提出了 Brown
运动，1905年，针对 Brown运动，Einstein提出⽔中微粒的转移概率密度的概念，
对 Brown运动进⾏解释，由此建⽴ Brown运动的物理模型。1908年 Langevin得
到了 Langevin SDE

𝑚dv
d𝑡 = −𝛼v(𝑡) + y(𝑡) , (1.1)

其中 v(𝑡) 为粒⼦的速度，𝑚 为粒⼦质量，𝛼 为常数，表⽰与摩檫⼒相关的系数，
y(𝑡)表⽰随机⼒。之后,Wiener对 Brown运动的轨道性质在数学上做了⼤量研究,
并由此提出 Brown运动对应的 Wiener积分,随机过程和随机积分此时开始发展
起来。20世纪 30年代,Bemstein提出了随机微分⽅程的概念,并阐明了随机微分
⽅程与Kolmogorov⽅程基本解之间的联系。Doob对Markov过程和鞅的研究,对
随机微分⽅程的发展作出了贡献。1951年, Itô⾥程碑式地创⽴了 Brown运动的
Itô型 SDE [19]

d𝑋𝑡 = 𝑎(𝑡, 𝑋𝑡)d𝑡 + 𝑏(𝑡, 𝑋𝑡)d𝑊𝑡, 𝑋𝑡=0 = 𝑋0, 𝑡 ⩾ 0 , (1.2)

其中𝑋𝑡为随机过程，𝑎(𝑡, 𝑋𝑡)和 𝑏(𝑡, 𝑋𝑡)分别为摩擦系数和粘滞系数,𝑊𝑡为Wiener
过程。该论⽂对随机微分⽅程的发展具有划时代意义,之后更多学者展开对 SDE
的研究和应⽤。对于 SDE，由于⽅程本⾝的随机因素，使得⽅程求解⽐常微分⽅
程复杂，因此 SDE数值解的研究显得尤为重要。

1.2.2 随机微分⽅程的数值模拟现状
SDE数值解的研究已经取得了⼀定的成果。对于 Itô型 SDE常⽤的数值⽅法

有 Euler⽅法、Milstein⽅法等基于各阶随机 Taylor展开式的⽅法。针对隐式随机
算法的开发，Tian和 Burrage给出了隐式 Euler⽅法、Milstein⽅法以及 1.5阶随
机 Taylor⽅法 [20]。为了使随机微分⽅程的数值解更加完备，Platent和Wagner于
1982年作出了对随机 Taylor⽅法各种收敛性的⼯作 [21]。针对 Stratonovich SDE
数值算法的开发,德国数学家W. Rumelin开发了随机 Runge-Kutta⽅法 [22],其基
本原理与随机 Taylor 展开式相关。现在 Runge-Kutta ⽅法已应⽤于求解泛函微
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分⽅程这类复杂的问题。由于数学家们的不断努⼒和现代计算机技术的快速发
展,SDE的数值求解⽅法在不断进步,数值求解的精度也在不断提⾼。

1.2.3 Euler-Maruyama数值⽅法
在 Itô微积分中，Euler-Maruyama⽅法是⼀个对 SDE的数值近似。它是求解

ODE⽅程的 Euler⽅法在 SDE中的简单扩展。这⼀小节主要以⼀个简单的数值
算例来展⽰ Euler-Maruyama数值算法在 SDE中的应⽤ [23]。将 SDE写成积分形
式有

𝑋(𝑡) = 𝑋0 +
𝑡

∫
0

𝑓(𝑋(𝑠))d𝑠 +
𝑡

∫
0

𝑔(𝑋(𝑠))d𝑊 (𝑠), 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇 . (1.3)

其中 𝑓, 𝑔都是标量函数,𝑋0为随机变量。这⾥采⽤ Itô积分进⾏计算，⽅程的解
𝑋(𝑡)是随 𝑡变化的随机变量。现在定义⼀种求解上述⽅程的数值⽅法，并且将数
值⽅法在时间步⻓趋于 0时所得的随机变量 𝑋(𝑡)作为⽅程的解。将⽅程写为微
分形式有

d𝑋(𝑡) = 𝑓(𝑋(𝑡))d𝑡 + 𝑔(𝑋(𝑠))d𝑊 (𝑠), 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇 . (1.4)

在区间 [0, 𝑇 ]采⽤⼀个算法来求解上⾯微分⽅程，⾸先进⾏离散处理。使 𝛥𝑡 = 𝑇
𝐿，

其中L为某⼀正整数，并且有 𝜏𝑗 = 𝑗𝛥𝑡。数值近似𝑋(𝜏𝑗)表⽰成𝑋𝑗。Euler-Maruyama
具有如下形式

𝑋𝑗 = 𝑋𝑗−1 + 𝑓(𝑋𝑗−1)𝛥𝑡 + 𝑔(𝑋𝑗−1) (𝑊 (𝜏𝑗) − 𝑊 (𝜏𝑗−1)) , 𝑗 = 1, 2, ..., 𝐿 . (1.5)

⽅程 (5)可以由积分形式来理解，积分形式为

𝑋(𝜏𝑗) = 𝑋(𝜏𝑗−1) +
𝜏𝑗

∫
𝜏𝑗−1

𝑓(𝑋𝑗−1)d𝑠 +
𝜏𝑗

∫
𝜏𝑗−1

𝑔(𝑋𝑗−1)d𝑊𝑠 . (1.6)

⽅程 (1.6)中每⼀项都和⽅程 (1.5)相对应，当 𝑔 ≡ 0时，⽅程 (1.5)退化成 Euler⽅
法。⾸先我们将离散Wiener过程来⽣成⽅程 (1.5)所需要的增量𝑊 (𝜏𝑗)−𝑊 (𝜏𝑗−1)，
为了⽅便起⻅，我们将时间步⻓选为 Wiener 过程增量 𝛿𝑡 的整数倍 𝑅𝛿𝑡，其中
𝑅 ⩾ 1为整数。这样可以使得采⽤ Euler-Maruyama计算的时间点序列 {𝜏𝑗}是包
含在Wiener过程的时间序列 {𝑡𝑗}中的。列举⼀个将 Euler-Maruyama⽅法应⽤到
线性 SDE的例⼦

d𝑋(𝑡) = 𝜆𝑋(𝑡)d𝑡 + 𝜇𝑋(𝑡)d𝑊 (𝑠), 𝑋(𝑡) = 𝑋0 . (1.7)

其中 𝜆和 𝜇都是实常数；因此在⽅程 (1.4)中 𝑓(𝑋) = 𝜆𝑋和 𝑔(𝑋) = 𝜇𝑋。这个是
⾦融数学中的 Black-Scholes偏微分⽅程可以由⽅程 (1.7)得到 [24]。⽅程 (1.7)的
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解析解为 [25]

𝑋(𝑡) = 𝑋(0) exp((𝜆 − 1
2𝜇2)𝑡 + 𝜇𝑊 (𝑡)) , (1.8)

取 𝜆 = 2, 𝜇 = 1, 𝑋0 = 1。令Wiener过程在区间 [0, 1]之间和 𝛥𝑡 = 2−8，并且按
照⽅程 (1.8)得到⽅程 (1.7)的解析解 𝑋𝑡𝑢𝑟𝑒。然后采⽤ Euler-Maruyama计算时的
时间步⻓ 𝛥𝑡 = 𝑅𝛿𝑡，令 𝑅 = 4。采⽤ Euler-Maruyama的⼀般步⻓所对应的增量
𝑊 (𝜏𝑗) − 𝑊 (𝜏𝑗−1)的数值为

𝑊 (𝜏𝑗) − 𝑊 (𝜏𝑗−1) = 𝑊 (𝑗𝑅𝛿𝑡) − 𝑊 ((𝑗 − 1)𝑅𝛿𝑡) =
𝑗𝑅

∑
𝑘=𝑗𝑅−𝑅+1

𝑑𝑊𝑘 , (1.9)

由此得到 Euler-Maruyama⽅法的数值解。得到结果如图1.1。此时在 𝑡 = 𝑇 的点

图 1.1 Black-Scholes偏微分⽅程的解析解与数值解的对⽐，实线表⽰解析结果，∗表⽰数
值结果。(a)为数值计算时间步⻓是Wiener过程时间步⻓ 4倍时的结果，(b)为数值
计算时间步⻓与Wiener过程时间步⻓相同时的结果。

数值解和解析解的误差为 𝑒𝑚𝑒𝑟𝑟 = 0.6907，当取 𝑅 = 1时，如图1.1，在 t=T的点
数值解和解析解的误差为 𝑒𝑚𝑒𝑟𝑟 = 0.0821。由此可得，采⽤ Euler-Maruyama进⾏
数值计算的时间步⻓越小，所得的数值解与解析解的误差越小。

1.3 碰撞作⽤下的弛豫过程与快离⼦损失
将等离⼦体加热有多种⽅式，除了欧姆加热还有很多辅助加热形式，主要分

为射频波加热和中性束注⼊加热，根据⼯作频率的不同可以将射频波加热细分
为⽶波段的离⼦回旋共振加热，厘⽶波段的低杂波共振加热，以及毫⽶波段的
电⼦回旋共振加热 [26]。在⾮磁化等离⼦体中，采⽤⾼能电⼦束⼊射到致密等离
⼦体进⾏加热也是⼀种可⾏的机制。⾼能电⼦束⼊射到致密等离⼦体中将发⽣
电⼦束与等离⼦体的碰撞相互作⽤，⾼能电⼦束在平⾏⼊射⽅向将发⽣慢化过
程。因此，探明⼊射电⼦束在等离⼦体中的弛豫过程以及各物理量系综平均的演
化是有意义的。相关的研究已经作出，⽐如 Rudakov(1971)认为粒⼦束在致密等
离⼦体中的弛豫过程与 Cerenkov效应的诱发有关 [27]；Husseniny(1970)计算了单
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能粒⼦束⼊射⾄任意分布等离⼦体中时总的有效截⾯ [28]。中性束注⼊等离⼦体
后通过碰撞电离和电荷交换沉积为快离⼦，再通过快离⼦与背景等离⼦体的碰
撞将动量和能量传递给背景粒⼦，快离⼦与背景等离⼦体在这个过程中发⽣弛
豫过程。热核聚变反应产⽣的 𝛼 粒⼦在等离⼦体中的能量是点⽕之后维持聚变
持续燃烧的重要能量来源。对等离⼦体特征时间接近 𝛼 粒⼦慢化时间的点⽕过
程中，𝛼 粒⼦在等离⼦体中的能量沉积过程是⼗分重要的 [29]。压缩 D-T等离⼦
体时费⽶⾯升⾼到⾜够⾼时,那么核反应产⽣的⾼能离⼦将通过核碰撞将其能量
主要提供给其他离⼦,而不是提供给电⼦,在这种情况下,其中⼀些离⼦可能会进
⼀步发⽣聚变反应, D-T聚变可以看成是链式反应，采⽤随机相位近似⽅法，A.
Dar(1974) 发现离⼦在简并电⼦⽓中慢化与链式反应的关联 [30]。在聚变装置中，
由中性束沉积产⽣的快离⼦和聚变产⽣的 𝛼 粒⼦能量很⾼，对⾼能离⼦的约束
是聚变研究中重要的物理问题，⽆法被磁场约束的快离⼦被称为损失粒⼦，这些
损失粒⼦将会撞击在装置器壁上，对装置及等离⼦体稳定造成损害。

1.3.1 等离⼦体弛豫过程
⼤多数⾃然界与实验室中的等离⼦体因为受到温度、密度、磁场等控制条件

的稳定问题以及扰动的影响在⼤部分时间都处于⾮平衡状态。等离⼦体的⾮平
衡主要包括弛豫过程和输运过程，弛豫过程中等离⼦体从⾮平衡态向平衡态过
渡，例如粒⼦束⼊射致密等离⼦体中的慢化过程，偏离各向同性 Maxwellian速
度分布等离⼦体逐渐趋于 Maxwellian速度分布的过程。我们可以采⽤弛豫速率
来表征弛豫过程进⾏的快慢。而输运过程是稳恒⾮平衡态发⽣的⾮平衡过程，例
如等离⼦体中的粒⼦流，电流和热流等。⽤于描述输运过程的物理量如扩散系
数、电阻率、热导系数等 [1,31]。⾼能电⼦束的慢化，快离⼦的慢化以及 𝛼粒⼦慢
化都属于弛豫过程，在本⽂中我们只讨论弛豫过程，并将采⽤ ISSDE来计算这
些过程。

1.3.2 快离⼦慢化
托卡⻢克装置中⾼能离⼦有多种来源，例如聚变反应产⽣的 𝛼 粒⼦、中性

束注⼊沉积产⽣的快离⼦、射频波共振加热加热产⽣的⾼能离⼦,如何对⾼能离
⼦进⾏有效约束是⾼能离⼦研究领域的⼀个重要课题。相⽐于其他加热⽅法，中
性束注⼊因为其物理机制简单、加热效率⾼，并且与背景等离⼦体是弱耦合等优
点，使中性束注⼊加热成为最有效的辅助加热⼿段之⼀。为了能够更⾼效的加热
托卡⻢克装置中的等离⼦体，⼈们希望中性束注⼊后快离⼦的能量沉积位置最
好是在等离⼦体的芯部。因而了解中性束注⼊后沉积为快离⼦的初始分布、快离
⼦的慢化过程以及驱动电流的形成是⼗分有意义的 [32]。⼊射中性束粒⼦通过与
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电⼦，离⼦的电荷交换和碰撞电离，然后通过库仑碰撞将能量传递给电⼦和离
⼦。除了等离⼦体加热，中性束也是电流驱动的⼀种⽅法 [33]。

1.3.3 快离⼦损失
快离⼦损失来源于⾮对称磁场以及 3D扰动的影响，这些⾮对称磁场的产⽣

来⾃有限数量环向场线圈，铁磁插⼊件的包含，测试包层模块的铁磁材料，以及
⽤来影响边界局域模的共振磁扰动控制的共振磁扰动线圈产⽣的场。而 3D扰动
包括例如快离⼦驱动 Alfvén模，锯⻮模或者新经典撕裂模的影响 [34-35]。在这些
扰动因素的影响下，快离⼦在磁场漂移的作⽤下，容易挣脱磁场束缚而漂出等离
⼦体边界并撞击在第⼀壁上而造成快离⼦的损失。这种损失在降低等离⼦体加
热效率和能量约束时间的同时，对第⼀壁也会造成损伤 [36]。快离⼦损失有多种
类型，直接损失是指由于快离⼦未被⻆向场约束住，轨道偏离较⼤，以致撞击器
壁而产⽣的损失。快离⼦直接损失对边缘等离⼦体的径向电场和极向电场旋转
变化都会产⽣不可忽视的作⽤ [37-39]。对快离⼦直接损失的研究⾄今已有将近半
个世纪的历史，对快离⼦轨道进⾏追踪可以得到直观的快离⼦直接损失图 [38]。

1.4 等离⼦体碰撞模拟程序研究现状分析
1.4.1 FP程序与 Monte-Carlo程序
对含碰撞等离⼦体系统，⼀个常⽤的理论研究模型就是 FP⽅程。对 FP⽅

程这个六维的偏微分⽅程，在积分过程中将需要很⼤的计算量，因此算法难以
应⽤ [40-41]。通常为了简化 FP⽅程，⼈们在连续性 (基于⽹格)⽅法中使⽤导⼼
近似或者降维处理 [12-14]。相⽐于连续性⽅法，基于粒⼦的⽅法在某性⽅⾯或许
更受欢迎。例如，粒⼦Monte-Carlo⽅法更简单，直观并且收敛速度不依赖于维
数。对于基于粒⼦的混合数值⽅法，他们更加⾼效，特别是对于部分热化的系
统 [15,41]。很多研究⼯作已经根据 SDE的基本理论开发了处于处理含碰撞等离⼦
体的Monte-Carlo程序。T. Takizuka通过Monte Carlo⽅法介绍了⼀种⼆体碰撞模
型，并且这个模型可以描述 Landau形式的碰撞积分 [42]；L. G. Eriksson等对轨道
平均的 Fokker-Planck ⽅程构造了⼀个 Monte-Carlo 算符⽤来研究碰撞和波粒相
互作⽤ [43-44];根据 SDE与 FP⽅程的随机等价性，将对分布函数的求解转化为对
粒⼦轨迹的处理，能够让⼈们简单直观地处理含碰撞的等离⼦体问题。在这⽅⾯，
前⼈也有相应的研究，M. G. Cadjan (1997) [45]采⽤含有库仑碰撞的 Langevin⽅法
来求解激光脉冲⼊射致密等离⼦体中的吸收系数；M. Sherlock (2008) [46] 采⽤库
仑碰撞Monte-Carlo⽅法研究电⼦束⼊射到等离⼦体中的慢化⾏为；R. S. Rosin,
L. F. Ricketson, etc. (2014) [41]采⽤ Itô SDE进⾏Monte-Carlo模拟研究；Guannan
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Zhang 和 Diego del-Castillo-Negrete (2017) [47] 基于向后的 Monte-Carlo ⽅法计算
了逃逸电⼦的动⼒学⾏为；D. E. Stevens (2014) [48]数值上描述了慢化过程中能量
的变化。
除了试探粒⼦ Monte-Carlo程序，⼀些采⽤ Monte-Carlo⽅法来包含碰撞的

PIC ⽅法也被发展出来，并且被应⽤到很多物理中。⽐如 R. W. Boswell 和 I. J.
Morey采⽤带有⾮周期边界条件的 PIC-MCC来模拟射频放电 [49]。M. Surendra和
David B. Graves采⽤ PIC-MCC模拟了平⾏板电极间氦射频辉光发电的结构 [50]。
David Vender和 Rod W. Boswell采⽤ PIC-MCC模拟了低压情况下平⾏板射频发
⽣器之间等离⼦体的⽣成 [51]。这些 PIC-MCC都包含了电⼦和中性粒⼦的碰撞，
离⼦和中性粒⼦的碰撞，以及电⼦和离⼦之间的碰撞。这些 PIC-MCC在处理碰
撞的过程中，是采⽤随机配对的⽅式来选取电⼦-电⼦，电⼦-离⼦对，然后进⾏
⼆体碰撞。而没有利⽤ SDE与 FP的随机等价性。采⽤ SDE与 FP⽅程的随机等
价性来处理碰撞过程，可以为碰撞的随机性提供了理论基础。基于 SDE的 PIC
Monte-Carlo程序也许能更好的反映真实的碰撞过程。

1.4.2 与快离⼦损失相关的粒⼦追踪程序
相⽐于上述的 FP程序与 Monte-Carlo程序，粒⼦追踪程序的⽬的是对粒⼦

进⾏追踪，为了考虑碰撞的影响才逐渐演化为Monte-Carlo的粒⼦追踪程序。对
快离⼦在托卡⻢克磁化等离⼦体中⾏为的研究，很多粒⼦追踪程序被开发出来，
主要分为导⼼轨道追踪程序和全轨道试探粒⼦追踪程序。导⼼轨道追踪程序如
ORBIT [52]，OFMC [53]，ASCOT4 [54]，GCMP [55]，GYCAVA [56-57]等。OFMC中提
及了碰撞采⽤了Monte-Carlo技巧，但是具体采⽤的公式和依据的理论并没有给
出说明。ASCOT4同时包含了全轨道粒⼦追踪和导⼼轨道粒⼦追踪，全轨道的粒
⼦追踪的库仑碰撞部分采⽤了随机微分⽅程，确定性部分采⽤蛙跳法而随机部
分采⽤随机 Euler⽅法。导⼼轨道粒⼦追踪对库仑碰撞的处理在初始版本中是洛
仑兹⼒部分采⽤导⼼坐标，碰撞部分则采⽤速度空间坐标，后来改进版本采⽤洛
仑兹⼒部分和碰撞部分都是采⽤了导⼼坐标来描述。GCMP和 GYCAVA程序中
通常对碰撞不进⾏处理，即只考虑粒⼦的受到 Lorenztian⼒作⽤下的粒⼦轨迹。
GYCAVA采⽤的是回旋动理学理论来构造的，可以考虑有限 Larmor半径效应 [57]

。最新版的 GYCAVA中对碰撞的处理也是采⽤导⼼坐标进⾏处理的。当考虑碰
撞时，通常是要计算快离⼦的慢化和能量沉积，因为快离⼦和背景等离⼦体的碰
撞是快离⼦能量沉积的主要原因 [58]。全轨道粒⼦追踪程序如 VENUS-LEVIS [5]。
VENUS-LEVIS 中对碰撞部分的描述也是采⽤了 E. Hirvijoki 介绍的导⼼坐标中
的碰撞算符 [59] 。包含碰撞的全轨道试探粒⼦追踪程序的开发如 SOFT [35] 程序，
SPIRAL程序 [60]。
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在考虑快离⼦直接损失时，碰撞的影响并不显著，这是因为碰撞的时间尺度
远⼤于快离⼦直接损失的时间尺度 [61]。而由其他因素带来的快离⼦损失例如共
振磁扰动线圈 (RMPs)起主要影响作⽤ [56,62]。而在慢化时间尺度上，碰撞的影响
是不能忽略的，此时快离⼦将经历投掷⻆散射损失和随机扩散损失。磁波纹损失
也会成为了主要考虑的因素 [63]。快离⼦的碰撞过程对快离⼦慢化和能量沉积的
影响更⼤。

1.5 ⽂章结构
本⽂结构如下：
在第⼆章中，我们⾸先得到 RMJ势表⽰下的 FP⽅程，根据 FP⽅程与 Itô

SDE的随机等价性，Itô积分与 Startonovich积分以及 kinetic积分的等价性关系，
分别得到等价于 FP⽅程的 Startonovich SDE和 kinetic SDE的解析表达式，再根
据背景等离⼦体的不同分布得到 Lorentzian等离⼦体与 Maxwellian等离⼦体情
况下 Stratonovich SDE和 kinetic SDE的具体表达式。针对背景等离⼦体为任意
分布的情况，我们采⽤ Cholesky分解的⽅法得到对应的 Stratonovich SDE的表达
式。
在第三章中，我们根据 Stratonovich积分的定义和 Euler-Maruyama⽅法的要

求对 Stratonovich SDE进⾏离散，得到碰撞积分隐式中点格式的离散表达式。采⽤
分裂法的思想处理外场和碰撞部分，确定性的外场部分采⽤保体积算法处理，碰
撞部分的隐式中点格式采⽤⽜顿法和拟⽜顿法进⾏处理，并介绍了含碰撞等离⼦
体随机 Runge-Kutta⽅法的构造以此作为对⽐。得到碰撞算法后设计Monte-Carlo
隐式模拟并⾏程序 ISSDE，分别介绍程序的各个模块以及程序流程图。
在第四章中，我们⾸先采⽤ ISSDE计算了电⼦束⼊射简化的 Lorentzian等

离⼦体中的慢化过程，并与 FP⽅程的解析数值解进⾏对⽐，以验证程序的正确
性。根据简化的 Lorentzian 等离⼦体动能守恒的性质，⽐较采⽤分裂法和采⽤
全 Runge-Kutta⽅法两者的能量误差，由此考察 ISSDE的⻓期稳定性。然后计算
背景粒⼦为 Maxwellian等离⼦体时，服从与背景相同分布的电⼦在碰撞作⽤下
温度随时间的变化，由此验证 ISSDE计算过程物理的正确性。计算了电⼦束在
Lorentzian等离⼦体中情况后，再计算电⼦束在Maxwellian分布电⼦以及离⼦束
在 Maxwellian分布电⼦背景中的弛豫过程，并得到物理量系综平均随时间的变
化。
在第五章中，我们计算中性束沉积后产⽣快离⼦在 EAST中的弛豫和快离⼦

损失，我们⾸先采⽤ EFIT计算得到 EAST中的平衡位型，然后采⽤ NUBEAM
计算得到初始时刻快离⼦的初始分布，然后我们介绍计算过程中对碰撞的处理，

10
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最后我们得到在碰撞作⽤下快离⼦在 EAST中的慢化与损失过程，并对损失的
原因进⾏了分析。
最后，我们在第六章总结全⽂内容，并简述下⼀步研究⽅向。
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第 2章 FP⽅程与 SDE的随机等价性
ISSDE 模拟程序的⽬的是通过对 SDE 的求解得到粒⼦轨迹，主要依据 FP

⽅程与 SDE 的随机等价性。SDE 因为对随机变量积分定义的不同而有多种表
⽰，最为常⽤的有三种，分别为 Itô SDE，Stratonovich SDE以及 kinetic SDE。对
应的随机积分与黎曼积分是不同的，尽管这三种 SDE存在等价关系，在数值求
解过程中，需要注意区分采⽤的是哪⼀种形式的积分。这些 SDE在不同的领域
研究的倾向不同，研究物理问题更倾向于采⽤ Stratonovich SDE和 kinetic SDE，
因为 Stratonovich积分和黎曼积分具有相同的链式法则 [24]，而 kinetic SDE能够
保证细致平衡和爱因斯坦定理 [64-66]。下⾯我们将先介绍 Rosenbluth MacDonald
Judd(RMJ)势表⽰下的 FP⽅程，然后根据 FP⽅程与 Itô SDE的随机等价性，Itô
SDE和 Stratonovich SDE以及 kinetic SDE的等价关系，由此得到等价于 FP⽅程的
Stratonovich SDE和 kinetic SDE。根据背景等离⼦体分布的不同，考虑 Lorentzian
等离⼦体，Maxwellian等离⼦体时等价于 RMJ势下 FP⽅程的 Stratonovich SDE
和 kinetic SDE。当背景粒⼦服从任意分布时，根据 Cholesky 分解得到对应的
Stratonovich SDE。

2.1 FP⽅程和 Itô SDE的随机等价性
2.1.1 RMJ势表⽰的 FP⽅程
由 Klimontovich⽅程出发得到 Boltzmann⽅程，再根据对碰撞的积分的具体

化，得到 RMJ势表⽰下的 FP⽅程。定义六维相空间中的微观分布函数，再将微
观分布函数求时间导数，便可得到 Klimontovich equation。而对满⾜不可压条件
的洛仑兹⼒系统的 Klimontovich⽅程求系综平均，即可得到 Boltzmann⽅程。六
维相空间中的微观分布函数为

𝑁𝑎(x, v, 𝑡) =
𝑁0

∑
𝑖−1

𝛿(x − x̄𝑖)𝛿(v − v̄𝑖) . (2.1)

其中 𝑁0 表⽰粒⼦总数，𝑖表⽰粒⼦标号，𝑁𝑎(x, v, 𝑡)表⽰ 𝑎类粒⼦ 𝑡时刻在相空
间 (x, v)处的粒⼦数的总和，可以理解为对𝑁0个粒⼦ 𝑡时刻在相空间 (x, v)处的
遍历求和，标号为 𝑖的粒⼦在 t时刻，如果有 x̄𝑖 = x, v̄𝑖 = v，则其值为 1，否则为
0，则遍历𝑁0个粒⼦后，得到 𝑡时刻在相空间 (x, v)处的粒⼦数总和。𝑁𝑎(x, v, 𝑡)
是⼀个标量函数, (x̄𝑖(𝑡), v̄𝑖(𝑡))表⽰ t时刻第 𝑖个粒⼦在相空间的坐坐标，即表⽰第
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𝑖个粒⼦的弹道。将微观分布函数对时间求导得 Klimontovich⽅程
∂𝑁𝑎(x, v, 𝑡)

∂𝑡 + ∂
∂x ⋅ (v𝑁𝑎(x, v, 𝑡)) + a ⋅ ∂

∂v[𝑁𝑎(x, v, 𝑡)] = 0 , (2.2)

其中 a 为粒⼦所受到的加速度。满⾜不可压缩条件的洛仑兹⼒系统的 Klimon-
tovich⽅程

∂𝑁𝑎(x, v, 𝑡)
∂𝑡 + v ⋅ ∂𝑁𝑎(x, v, 𝑡)

∂x + 𝑞𝑎
𝑚𝑎

[E𝑚(x, 𝑡) + v × B𝑚(x, 𝑡)] ⋅ ∂𝑁𝑎(x, v, 𝑡)
∂v = 0 , (2.3)

其 中 E𝑚(x, 𝑡) 表 ⽰ 微 观 电 场，B𝑚(x, 𝑡) 表 ⽰ 微 观 磁 场。 令
𝛿𝑁(x, v, 𝑡), 𝛿E𝑚(x, 𝑡), 𝛿B𝑚(x, 𝑡) 分别表⽰微观量对相对系综平均的涨落量。令
𝑓𝑎(x, v, 𝑡),E(x, 𝑡),B(x, 𝑡) 分别表⽰ 𝑎 类粒⼦微观分布函数 𝑁𝑎(x, v, 𝑡)，微观电场
E𝑚(x, 𝑡)和微观磁场 B𝑚(x, 𝑡)的系综平均，对上述⽅程求解系综平均得

∂𝑓𝑎(x, v, 𝑡)
∂𝑡 + v ⋅ ∂𝑓𝑎(x, v, 𝑡)

∂x + 𝑞𝑎
𝑚𝑎

[E(x, 𝑡) + v × B(x, 𝑡)] ⋅ ∂𝑓𝑎(x, v, 𝑡)
∂v

= −⟨𝑖 𝑞𝑎
𝑚𝑎

[𝛿E𝑚(x, 𝑡) + v × 𝛿B𝑚(x, 𝑡)]∂𝛿𝑁𝑎(x, v, 𝑡)
∂v ⟩

= 𝛿𝑓𝑎(x, v, 𝑡)
𝛿𝑡 |𝑐𝑜𝑙𝑙𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛,

(2.4)

这就是 Boltzmann⽅程。其中 𝛿𝑓𝑎(x,v,𝑡)
𝛿𝑡 |𝑐𝑜𝑙𝑙𝑖𝑠𝑜𝑛为碰撞项。

由 Boltzmann ⽅程中碰撞项的基本定义出发，引⼊碰撞的转移概率分布密
度，将粒⼦的分布函数对粒⼦演化速度改变量做泰勒展开到⼆阶并化简来得到
⼀般的 FP⽅程。再由库仑碰撞模型确定转移概率分布密度的具体表达式，进而
求出 FP⽅程中的摩擦系数和扩散系数，即得到 Rousenbluth势的 FP⽅程。根据
碰撞项的定义

(𝛿𝑓𝑎
𝛿𝑡 )𝑐 = 𝑓𝑎(r, v𝑎, 𝑡) − 𝑓𝑎(r, v𝑎, 𝑡 − 𝛥𝑡)

𝛥𝑡 , (2.5)

其中 𝑓𝑎(r, v𝑎, 𝑡)为 𝑡时刻，粒⼦处在位置 r，速度 v𝑎 的概率分布密度，只要求出
𝑓𝑎(r, v𝑎, 𝑡)和 𝑓𝑎(r, v𝑎, 𝑡 − 𝛥𝑡)的表达式，即可求出碰撞项 ( 𝛿𝑓𝑎

𝛿𝑡 )𝑐。引⼊转移概率分
布密度，假定每⼀次碰撞使速度粒⼦速度发⽣⼀个变化 v𝑎 → v𝑎 + 𝛥v𝑎，则有

𝑓𝑎(r, v𝑎, 𝑡) = ∫ d(𝛥v𝑎)𝑓𝑎(r, v𝑎 − 𝛥v𝑎, 𝑡 − 𝛥𝑡) ⋅ 𝜓(v𝑎 − 𝛥v𝑎, 𝛥v𝑎, 𝑡 − 𝛥𝑡) , (2.6)

其中 𝜓(v𝑎 − 𝛥v𝑎, 𝛥v𝑎, 𝑡 − 𝛥𝑡)为转移概率分布密度，是 𝑡 − 𝛥𝑡时刻速度 v𝑎 − 𝛥v𝑎，
粒⼦速度改变量 𝛥v𝑎的函数。表⽰粒⼦在 𝑡时刻处于位置 r，速度 v𝑎的概率分布
密度 𝑓𝑎(r, v𝑎, 𝑡)，由粒⼦在 𝑡 − 𝛥𝑡时刻处在位置 r，速度为 v𝑎 − 𝛥v𝑎 的概率密度
𝑓𝑎(r, v𝑎 − 𝛥v𝑎, 𝑡 − 𝛥𝑡)在 𝛥𝑡时间间隔内以转移⼏率 d(𝛥v𝑎) ⋅ 𝜓(v𝑎 − 𝛥v𝑎, 𝛥v𝑎, 𝑡 − 𝛥𝑡)
转移而得。将上述⽅程中 𝑓𝑎(r, v𝑎 − 𝛥v𝑎, 𝑡 − 𝛥𝑡)在 𝑓𝑎(r, v𝑎, 𝑡 − 𝛥𝑡)处按 𝛥v𝑎作泰勒

13



第 2章 FP⽅程与 SDE的随机等价性

展开到⼆阶并化简得 FP⽅程
∂𝑓𝑎(r, v, 𝑡)

∂𝑡 + v ⋅ ∂𝑓𝑎(r, v, 𝑡)
∂r + F

𝑚 ⋅ ∂𝑓𝑎(r, v, 𝑡)
∂v = − ∂

∂v𝑎
⋅ (𝑓𝑎(r, v𝑎, 𝑡 − 𝛥𝑡)⟨𝛥v𝑎⟩)

+ 1
2

∂2

∂v𝑎∂v𝑎
∶ (𝑓𝑎(r, v𝑎, 𝑡)⟨𝛥v𝑎𝛥v𝑎⟩) ,

(2.7)
其中

⟨𝛥v𝑎⟩ = 1
𝛥𝑡 ∫ d(𝛥v𝑎)𝜓(v𝑎 − 𝛥v𝑎, 𝛥v𝑎)𝛥v𝑎 , (2.8)

⟨𝛥v𝑎𝛥v𝑎⟩ = 1
𝛥𝑡 ∫ d(𝛥v𝑎)𝜓(v𝑎 − 𝛥v𝑎, 𝛥v𝑎)𝛥v𝑎𝛥v𝑎 , (2.9)

分别为摩擦系数和扩散系数，摩擦系数的作⽤是使粒⼦系速度减慢，扩散系数的
作⽤是使速度分布函数在速度空间弥散。在单位时间内，⼀个服从 𝑓𝑎(v𝑎)分布的
粒⼦与⼀群服从 𝑓𝑏(v𝑏)的粒⼦相碰时，v𝑎 和 v𝑏 表⽰ 𝑎类粒⼦和 𝑏类粒⼦落⼊⽴
体⻆元 d𝛺的概率正⽐于

d𝜎
d𝛺𝛥𝑡|v𝑎 − v𝑏|𝑓𝑏(v𝑏)dv𝑏 (2.10)

其中 d𝜎
d𝛺 为 𝑎粒⼦落⼊⽴体⻆元 d𝛺的概率即微分散射界⾯，d𝜎为散射界⾯的微

元，𝜃为散射⻆，𝜙为⽅位⻆。其图像如图2.1，因此，由库仑碰撞确定转移概率

图 2.1 粒⼦通过库伦碰撞落⼊单位⽴体⻆ d𝛺，其中 𝑏为瞄准距离，即平⾏⼊射粒⼦速度⽅
向上⼊射粒⼦与靶粒⼦的最近距离，d𝑏, d𝜙分别表⽰径向和极向的增量。

𝜓(v𝑎 − 𝛥v𝑎, 𝛥v𝑎)的具体表达式为

𝜓(v𝑎, 𝛥v𝑎)d(𝛥v𝑎) = 𝛥𝑡 ∑
𝑏

|v𝑎 − v𝑏|d𝜎𝑓𝑏(v𝑏)dv𝑏 , (2.11)

其中 𝑓𝑏(v𝑏)为被散射粒⼦的分布函数，v𝑏 为被散射粒⼦和散射粒⼦组成的质⼼
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系中的速度。带⼊ (2.8),(2.9)得

⟨𝛥v𝑎⟩ = ∑
𝑏 ∫ dv𝑏𝑓(v𝑏) ∫ d𝛺|v𝑎 − v𝑏|(𝛥v𝑎) d𝜎

d𝛺 , (2.12)

⟨𝛥v𝑎𝛥v𝑎⟩ = ∑
𝑏 ∫ dv𝑏𝑓(v𝑏) ∫ d𝛺|v𝑎 − v𝑏|(𝛥v𝑎𝛥v𝑎) d𝜎

d𝛺 , (2.13)

通过在质⼼系中引⼊如图 2局部坐标系，局部坐标系的坐标基⽮和实验室坐标
基⽮的关系为

e′

1 = v
𝑣, e′

2 = e3 × v
√(𝑣(1))2 + (𝑣(2))2

, e′

3 = e′

1 × e′

2 , (2.14)

其中 e1, e2, e3指实验室坐标基⽮（固定坐标系，实验室坐标系和质⼼坐标系坐标
基⽮相同），e′

1, e′

2, e′

3 指局部坐标系基⽮，𝑣(1), 𝑣(2) 为相对速度 𝑣沿 e1, e2 的分量。
如图2.2以此计算局部坐标系中的相对速度改变量 𝛥𝑣𝐿，并求解⽴体⻆积分项，然

图 2.2 质⼼系中的局部坐标系与实验室坐标系基底的关系，实验室坐标和局部坐标都是直
⻆坐标。

后在将结果转换回实验室坐标系下。根据卢瑟福散射公式

d𝜎
d𝛺 = 𝑏2

⟂
4 sin4 𝜃

2

, (2.15)

其中
𝑏⟂ = 𝑧𝑎𝑧𝑏𝑒2

4𝜋𝑚𝑟𝜀0𝑣2 , (2.16)

𝑧𝑎, 𝑧𝑏为⼊射粒⼦和靶粒⼦的核电荷数，𝜀0为真空介电常数，𝑣为在⽆穷远处 𝑎, 𝑏
类粒⼦的相对速度，v = v𝑎 − v𝑏，𝑚𝑟为约化质量

𝑚𝑟 = 𝑚𝑎𝑚𝑏
𝑚𝑎 + 𝑚𝑏

, (2.17)
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带⼊局部坐标系求解，再带回实验室坐标系，最后得到的结果经过⼀定的截断 [67]，
即得到摩擦系数 ⟨𝛥v𝑎⟩和扩散系数 ⟨𝛥v𝑎𝛥v𝑎⟩

⟨𝛥v𝑎⟩ = −
𝑧2

𝑎𝑧2
𝑏 ln𝛬

4𝜋𝑛𝑏

𝑛2
𝑏𝑒4

𝑚2
𝑎𝜀2

0

𝑚𝑎
𝑚𝑟

v
𝑣3 = −𝛤𝑎

∂ℋ𝑎
∂v𝑎

, (2.18)

⟨𝛥v𝑎𝛥v𝑎⟩ = −
𝑧2

𝑎𝑧2
𝑏 ln𝛬

4𝜋𝑛𝑏

𝑛2
𝑏𝑒4

𝑚2
𝑎𝜀2

0

1
𝑣(𝐼 − vv

𝑣2 ) = 𝛤𝑎
∂2𝒢𝑎

∂v𝑎∂v𝑎
, (2.19)

其中
ℋ𝑎 = ∑

𝑏

𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏 ∫ dv𝑏𝑓𝑏(v𝑏)1

v , (2.20)

𝒢𝑎 = ∑
𝑏 ∫ dv𝑏v𝑓𝑏(v𝑏) , (2.21)

𝛤𝑎 =
𝑧2

𝑎𝑧2
𝑏𝑒4

4𝜋𝜀2
0𝑚2

𝑎
ln𝛬 , (2.22)

ln𝛬为库仑对数，在等离⼦体物理中将库仑对数看成与电⼦数密度、电⼦和离⼦
温度以及离⼦质量数有关的常数。对于热电⼦-电⼦碰撞，对应的库仑对数为 [68]

⎧⎪
⎨
⎪⎩

ln𝛬 = 23 − ln(𝑛1/2
𝑒 𝑇 −3/2

𝑒 ) 𝑇𝑒 < 10𝑒𝑉 ,

ln𝛬 = 24 − ln(𝑛1/2
𝑒 𝑇 −1

𝑒 ) 𝑇𝑒 > 10𝑒𝑉 .
(2.23)

对于热电⼦-离⼦碰撞，有

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

ln𝛬 = 30 − ln(𝑛1/2
𝑒 𝑇 −3/2

𝑖 𝑍3/2
𝑖 𝑚̂𝑖) 𝑇𝑒 < 𝑇𝑖

𝑚𝑒
𝑚𝑖

,

ln𝛬 = 23 − ln(𝑛1/2
𝑒 𝑍𝑖𝑇 −3/2

𝑖 ) 𝑇𝑖𝑚𝑒
𝑚𝑖

< 𝑇𝑒 < 10𝑍2
𝑖 𝑒𝑉 ,

ln𝛬 = 24 − ln(𝑛1/2
𝑒 𝑇 −1

𝑒 ) 𝑇𝑖
𝑚𝑒
𝑚𝑖

< 10𝑍2
𝑖 𝑒𝑉 < 𝑇𝑒 .

(2.24)

其中，𝑛𝑒 和 𝑛𝑖 的单位是 𝑐𝑚−3，𝑇𝑒, 𝑇𝑖 的单位是 𝑒𝑉，𝑚̂𝑖 = 𝑚𝑖
𝑚𝑝
，𝑚𝑖 表⽰离⼦质量，

𝑚𝑝 表⽰质⼦质量。将摩擦系数和扩散系数的具体表达式 (2.18),(2.19)带⼊ FP⽅
程的表达式中，即得到由 RMJ势表⽰的 FP⽅程

∂𝑓𝑎
∂𝑡 + v𝑎 ⋅ ∂𝑓𝑎

∂r + F
𝑚 ⋅ ∂𝑓𝑎

∂v𝑎
= − ∂

∂v𝑎
⋅ (𝑓𝑎(r, v𝑎, 𝑡 − 𝛥𝑡)𝛤𝑎

∂𝐻𝑎
∂v𝑎 )

+ 1
2

∂2

∂v𝑎∂v𝑎
∶ (𝑓𝑎(r, v𝑎, 𝑡 − 𝛥𝑡)𝛤𝑎

∂2𝐺𝑎
∂v𝑎∂v𝑎 ) ,

(2.25)

2.1.2 FP⽅程与 Itô SDE的随机等价性
FP⽅程的碰撞积分和 Itô SDE分别为

(∂𝑓
∂𝑡 )𝑐 = ∂

∂𝑣𝑖 (−𝑃𝑖(v)𝑓 + 1
2

∂
∂𝑣𝑘

(𝑄𝑖𝑘(v)𝑓)) , (2.26)
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d𝑣𝑖 = 𝐹𝑖(v)d𝑡 + 𝐷𝑖𝑘(v)d𝑊𝑘 , (2.27)

其中 𝑃𝑖(v)表⽰摩擦系数的第 𝑖个分量，𝑄𝑖𝑘表⽰扩散系数的第 𝑖𝑘个分量，𝑓 表⽰
粒⼦的分布函数，𝐹𝑖(v), 𝐷𝑖𝑘(v)是确定的函数，𝑊𝑘表⽰Wiener过程。FP⽅程是
描述粒⼦在阻⼒和随机⼒影响下速度概率分布函数时间演化的偏微分⽅程。而
Itô SDE是微分⽅程，在这个微分⽅程中含有⼀项或者多项随机过程，因此其解
也为随机过程。下⾯我们由描述粒⼦系随机过程的 SDE出发，得到粒⼦系速度
概率分布函数随时间演化的 FP⽅程。
定义⽆限小⽣成算符 ℒ [69-70]

ℒ𝑓(𝑋𝑡) = lim
𝛥𝑡→0

1
𝛥𝑡 (𝔼[𝑓(𝑋𝑡+𝛥𝑡)|𝑋𝑡 = 𝑥] − 𝑝(𝑥)) , (2.28)

其中 𝔼[𝑓(𝑋𝑡+𝛥𝑡)|𝑋𝑡 = 𝑥] 表⽰当给定 𝑋𝑡 = 𝑥 时，𝑋𝑡+𝛥𝑡 的条件期望，引⼊转
移概率 𝑃𝑡+𝛥𝑡(𝑥|𝑥′)，表⽰随机过程从 (𝑡′ , 𝑥′) 转移到 (𝑡, 𝑥) 的概率，将条件期望
𝐸[𝑓(𝑋𝑡+𝛥𝑡)│𝑋𝑡 = 𝑥]可以⽤转移概率 ℙ𝑡,𝑡′ (𝑥|𝑥′)来表⽰

𝔼[𝑓(𝑋𝑡+𝛥𝑡)|𝑋𝑡 = 𝑥] = ∫ 𝑓(𝑦)ℙ𝑡+𝛥𝑡,𝑡′ (𝑥|𝑥′)d𝑦 , (2.29)

将此⽅程带⼊⽆限小⽣成算符的表达式，⽅程左右同时乘上 𝑃𝑡,𝑡′ (𝑥|𝑥′)并对 d𝑥积
分，得到

∫[ℒ𝑓(𝑥)]ℙ𝑡,𝑡′ (𝑥|𝑥′)d𝑥 = lim
𝛥𝑡→0

1
𝛥𝑡[∫ ∫ 𝑓(𝑦)ℙ𝑡+𝛥𝑡,𝑡(𝑥|𝑥′)dℙ(𝑥|𝑥′)d𝑥 − ∫ ℙ𝑡,𝑡′ 𝑓(𝑥)d𝑥]

= lim
𝛥𝑡→0

1
𝛥𝑡[∫ 𝑓(𝑦) ∫ ℙ𝑡+𝛥𝑡,𝑡(𝑦|𝑥)ℙ𝑡+𝛥𝑡,𝑡(𝑥|𝑥′)d𝑥d𝑦 − ∫ ℙ𝑡,𝑡′ 𝑓(𝑥)d𝑥] ,

(2.30)
根据 Chapman-Kolmogrov定理

∫ ℙ𝑡+𝛥𝑡,𝑡′ (𝑦|𝑥′)d𝑥 = ℙ𝑡+𝛥𝑡,𝑡′ (𝑦|𝑥′) , (2.31)

因此原式为
lim
𝛥𝑡→0

1
𝛥𝑡[∫ 𝑓(𝑦) ∫ ℙ𝑡+𝛥𝑡,𝑡(𝑦|𝑥′)d𝑦 − ∫ ℙ𝑡,𝑡′ 𝑓(𝑥)d𝑥] , (2.32)

将第⼀项积分的积分变量 𝑦替换成 𝑥，则有

lim
𝛥𝑡→0

1
𝛥𝑡[∫ 𝑓(𝑦) ∫ ℙ𝑡+𝛥𝑡,𝑡(𝑦|𝑥′)d𝑦 − ∫ ℙ𝑡,𝑡′ 𝑓(𝑥)d𝑥]

= ∫ 𝑓(𝑥) lim
𝛥𝑡→0

1
𝛥𝑡(ℙ𝑡+𝛥𝑡,𝑡′ (𝑥|𝑥′) − ℙ𝑡,𝑡′ (𝑥|𝑥′))d𝑥

= ∫ 𝑓(𝑥)∂𝑡ℙ𝑡,𝑡′ (𝑥|𝑥′) ,

(2.33)

因此有

∫[ℒ𝑓(𝑥)]ℙ𝑡,𝑡′ (𝑥|𝑥′)d𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)∂𝑡ℙ𝑡,𝑡′ (𝑥|𝑥′)d𝑥 , (2.34)
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由此得到了 Kolmogorov向后⽅程。如果我们使⽤ ℒ的伴随算⼦ ℒ†，并定义

∫[ℒ𝑓(𝑥)]ℙ𝑡,𝑡′ (𝑥|𝑥′)d𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)[ℒ†ℙ𝑡,𝑡′ (𝑥|𝑥′)d𝑥] , (2.35)

⽐较上⾯两式，我们得到

∂𝑡ℙ𝑡,𝑡′ (𝑥|𝑥′) = ℒ†ℙ𝑡,𝑡′ (𝑥|𝑥′)d𝑥 , (2.36)

将转移概率 ℙ𝑡,𝑡′ (𝑥│𝑥′)简化为 𝑓(𝑥, 𝑡) = ℙ𝑡,𝑡′ (𝑥│𝑥′)，则得到

∂𝑡𝑓(𝑥, 𝑡) = ℒ†𝑓(𝑥, 𝑡) , (2.37)

这就是 Kolmogrov向前⽅程，或者 FP⽅程。只需根据具体的随机过程确定 ℒ†

的表达式，就可以得到与此随机过程对应概率分布函数演化的 FP⽅程的具体表
达式。对于⽅程 (2.27)所⽰的 Itô SDE，可以通过取 Itô引理积分形式的期望来获
得。Itô引理是⽤来得到⼀个随机过程的时间依赖函数微分的恒等式，可以看成
是随机微积分的链式法则。Itô引理的表达式可以通过将 Itô SDE通过 Taylor展
开到⼆阶，然后保留时间增量的⼀阶项和Wiener过程的⼆阶项来获得。下⾯我
们先得到 Itô引理，再通过 Itô引理来获得 Itô SDE所对应的最小⽣成算符，然后
根据最小⽣成算符的伴随算⼦，最后得到与 Itô SDE对应的概率分布函数演化的
FP⽅程。
如果⼀个函数 𝑓(𝑥, 𝑡)是⼆阶可微的标量函数，它的 Taylor级数展开为

d𝑓 = ∂𝑓
∂𝑡 d𝑡 + ∂𝑓

∂𝑥 d𝑥 + 1
2

∂2𝑓
∂𝑥2 d𝑥2 , (2.38)

先将⽅程 (2.27)换成⼀般的 Itô SDE的形式

d𝑋𝑡 = 𝜇𝑡d𝑡 + 𝜎𝑡d𝑊𝑡 , (2.39)

再将⽅程带⼊，将 𝑋𝑡替换 𝑥，⽤ 𝜇𝑡d𝑡 + 𝜎𝑡d𝑊𝑡来替换 d𝑥，因此有

d𝑓 = ∂𝑓
∂𝑡 d𝑡 + ∂𝑓

∂𝑥 (𝜇𝑡d𝑡 + 𝜎𝑡d𝑊𝑡) + 1
2

∂2𝑓
∂𝑥2 d(𝜇2

𝑡 d𝑡2 + 𝜎2
𝑡 d𝑊 2

𝑡 + 2𝜇𝑡d𝑡𝜎𝑡d𝑊𝑡) , (2.40)

在时间 d𝑡 → 0的极限下，d𝑡2 和 d𝑡d𝑊𝑡 趋于 0的速度⽐ d𝑊 2
𝑡 快，d𝑊 2

𝑡 趋于 0的
速度为 𝒪(d𝑡)，因此将含有 d𝑡2和 d𝑡d𝑊𝑡的项都设为 0，将含有 d𝑊 2

𝑡 的项⽤ d𝑡替
换（根据Wiener过程的⽅差），我们得到

d𝑓 = (∂𝑓
∂𝑡 + 𝜇𝑡

∂𝑓
∂𝑥 + 𝜎2

𝑡
2

∂2𝑓
∂𝑥2 )d𝑡 + 𝜎𝑡

∂𝑓
∂𝑥 d𝑊𝑡 , (2.41)

这就是 Itô引理。由 Itô引理得其积分形式为

𝑓(𝑋𝑡) = 𝑓(𝑥0)+
𝑡

∫
𝑡0

[𝜇(𝑡′ , 𝑋′

𝑡 )∂𝑓(𝑋𝑡′ )
∂𝑥 +1

2𝜎(𝑡′ , 𝑋𝑡′ )2 ∂2𝑓(𝑋𝑡′ )
∂𝑥2 ]d𝑡′+

𝑡

∫
𝑡0

𝜎(𝑡′ , 𝑋𝑡′ )∂𝑓(𝑋𝑡′ )
∂𝑥 d𝐵𝑡′ ,

(2.42)
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取该等式的平均并令 𝑡 → 𝑡0，根据 Itô 过程具有连续轨迹，并且假设 𝜇 和 𝜎 对
(𝑡′ , 𝑋𝑡′ )是连续的，得到最小⽣成算符的表达式

ℒ𝑡 = 𝜇(𝑡, 𝑥)∂𝑥 + 𝜎2(𝑡, 𝑥)
2 ∂2

𝑥 , (2.43)

根据最小⽣成算符伴随算⼦的定义，利⽤分部积分得到

ℒ† = −∂𝑥(𝜇⋅) + ∂2
𝑥(𝜎2

2 ⋅) , (2.44)

由此得 Itô随机过程对应概率分布函数演化的 FP⽅程的具体表达式为

∂𝑡𝑓(𝑥, 𝑡) = −∂𝑥 (𝜇(𝑥, 𝑡) ⋅ 𝑓 (𝑥, 𝑡)) + ∂2
𝑥 (

𝜎(𝑥, 𝑡)2

2 𝑓(𝑥, 𝑡)) , (2.45)

再将系数 𝜇(𝑥, 𝑡)和 𝜎(𝑥, 𝑡)⽤ 𝐹𝑖(v)和 𝐷𝑖𝑘(v)替换，对⽐⽅程 (2.26)我们得到，当
𝐹𝑖(v), 𝐷𝑖𝑘(v)和 𝑃𝑖(v), 𝑄𝑖𝑘(v)满⾜关系

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝐹𝑖(v) = 𝑃𝑖(v) ,

𝐷𝑖𝑘(v) = 𝑄
1
2
𝑖𝑘(v) ,

(2.46)

时，Itô随机过程对应概率分布函数演化由 FP⽅程描述，即 FP⽅程的解与 Itô
SDE的弱解是随机等价的。Itô SDE的弱解是指在合适的概率空间，Wiener过程
下，当粒⼦系综服从某⼀初始分布函数时，构成整个系综中每⼀个粒⼦的坐标和
速度的微观分布并不唯⼀，而⼀旦确定初始时刻粒⼦系中每⼀个粒⼦的坐标和
速度，在相同的Wiener过程下，每⼀时刻每个粒⼦的坐标和速度都是唯⼀的，这
些作为 Itô SDE的强解，由这些强解构成分布也作为 Itô SDE的解，对服从同⼀
分布函数的不同微观分布，在相同的Wiener过程下，每⼀时刻的强解不同，而由
这些强解构成的分布则是相同的，这⾥由强解所构成的分布就是 Itô SDE的弱解。
当只关⼼分布函数的演化时，FP⽅程的解与 Itô SDE的弱解是随机等价的 [16,70]。

2.2 Itô SDE与 Stratonovich SDE的等价性关系
SDE 有多种表⽰，主要的三种形式为 Itô SDE，Stratonovich SDE 和 kientic

SDE，这三种表⽰形式的不同主要体现在对随机变量积分定义的不同，但是，这
三种积分形式存在着等价性关系。下⾯先给出 Itô积分和 Stratonovich积分的定
义，再阐述 Itô SDE和 Stratonovich SDE的等价关系。Itô积分的定义为

𝑏

∫
𝑎

𝑓(𝑡, 𝑊𝑡)d𝑊𝑡 = lim
𝑛→0

𝑛

∑
𝑘=0

𝑓(𝑡𝑘+1, 𝑊𝑘+1)(𝑊𝑘+1 − 𝑊𝑘) . (2.47)
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Stratonovich积分的定义为
𝑏

∫
𝑎

𝑓(𝑡, 𝑊𝑡) ∘ d𝑊𝑡 = lim
𝑛→0

𝑛

∑
𝑘=0

𝑓(𝜉𝑘+1, 𝑊𝜉𝑘+1
)(𝑊𝑘+1 − 𝑊𝑘), 𝜉𝑘+1 =

𝑡𝑘+1 + 𝑡𝑘
2 , (2.48)

为了区分 Itô积分和 Stratonovich积分，我们⽤ " ∘ "表⽰ Stratonovich积分。对任
意⼀个 SDE

d𝑋𝑡 = 𝜇(𝑋𝑡, 𝑡)d𝑡 + 𝜎(𝑋𝑡, 𝑡)d𝑊𝑡 , (2.49)

的解为

𝑋𝑡1
= 𝑋𝑡0

+
𝑡1

∫
𝑡0

𝜇(𝑋𝑡, 𝑡)d𝑡 +
𝑡1

∫
𝑡0

𝜎(𝑋𝑡, 𝑡)d𝑊𝑡, 𝑡1 > 𝑡0 , (2.50)

如果其中的积分使⽤的是 Itô 积分，那么该 SDE 称为 Itô SDE；如果使⽤的是
Stratonovich积分，那么该 SDE称为 Stratonovich SDE。如果函数 𝑓(𝑡, 𝑊𝑡)满⾜条
件 [21]

𝑡1

∫
𝑡0

𝐸[𝑓(𝑡, 𝑊𝑡)]2d𝑡 < ∞,
𝑡1

∫
𝑡0

𝐸[∂𝑓(𝑡, 𝑊𝑡)
∂𝑊𝑡

]2d𝑡 < ∞ , (2.51)

Stratonovich积分的值等于 Itô积分的值加上⼀个确定漂移项，即
𝑡1

∫
𝑡0

𝑓(𝑡, 𝑊𝑡) ∘ d𝑊𝑡 =
𝑡1

∫
𝑡0

𝑓(𝑡, 𝑊𝑡)d𝑊𝑡 + 1
2

𝑡1

∫
𝑡0

∂𝑓(𝑡, 𝑊𝑡)
∂𝑊𝑡

d𝑡 , (2.52)

(2.51)式是 (2.52)式右边两项的收敛性条件。因此我们可以采⽤如下 Stratonovich
SDE来描述上述 Itô SDE表⽰的随机过程

𝑑𝑋𝑡 = (𝜇(𝑋𝑡, 𝑡) − 1
2

∂𝜎(𝑋𝑡, 𝑡)
∂𝑋𝑡

𝜎(𝑋𝑡, 𝑡)) + 𝜎(𝑋𝑡, 𝑡) ∘ d𝑊𝑡 , (2.53)

因此，如果
𝐺𝑖 = 𝐹𝑖 − 1

2𝐷𝑗𝑘
∂𝐷𝑖𝑘
∂𝑣𝑗

, 𝐷 = 𝑄
1
2 , (2.54)

那么 Stratonovich SDE

d𝑣𝑖 = 𝐺𝑖(v)d𝑡 + 𝐷𝑖𝑘(v) ∘ d𝑊𝑘 , (2.55)

与⽅程 (2.27)是等价的 [13]，其中 𝑄 = ‖𝑄𝑖𝑘‖, 𝐷 = ‖𝐷𝑖𝑘‖是对称⾮负定矩阵。
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2.3 等价于 FP⽅程的 Stratonovich SDE的具体表达式
由⽅程 (2.20) 和⽅程 (2.21) 可知，Rosenbluth 势取决于背景分布函数 𝑓𝑏(v)

的选取。将摩擦系数 P和扩散系数 𝑄带⼊ (2.18)和⽅程 (2.19)，则有

P = 𝛤𝑎
∂ℋ𝑎
∂v𝑎

, (2.56)

𝑄 = 𝛤𝑎
∂2𝒢𝑎

∂v𝑎∂v𝑎
, (2.57)

由此我们可以分为两种情况，Lorentzian等离⼦体和Maxwellian等离⼦体。

2.3.1 Lorentzian等离⼦体中的 Startonovich SDE

对 Lorentzian等离⼦体，其主要碰撞为电⼦-离⼦碰撞，背景等离⼦体可以看
成是冷的，即背景热速度为 0m/s并且背景粒⼦速度分布满⾜ 𝑓𝑏(𝑣𝑏) ∝ 𝛿(𝑣𝑏 − 𝑣𝑏0)，
其中 𝑣𝑏0为背景等离⼦体平均速度。将分布函数带⼊ RMJ势函数得

ℋ𝑎 = ∑
𝑏

𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
|v𝑎 − v𝑏0| , (2.58)

𝒢𝑎 = ∑
𝑏

|v𝑎 − v𝑏0| . (2.59)

由此得到对应的摩擦系数和扩散系数 (2.56)和 (2.57) [13,67,71]，写成分量形式为

𝑃𝑖 = −
𝑧2

𝑎𝑧2
𝑏 ln𝛬

4𝜋𝑛𝑏

𝑛2
𝑏𝑒4

𝑚2
𝑎𝜀2

0

𝑚𝑎
𝑚𝑟

𝑣𝑖
𝑣3 = −𝛤𝑎𝑛𝑏

𝑚𝑎
𝑚𝑟

𝑣𝑖
𝑣3 , (2.60)

𝑄𝑖𝑘 =
𝑧2

𝑎𝑧2
𝑏 ln𝛬

4𝜋𝑛𝑏

𝑛2
𝑏𝑒4

𝑚2
𝑎𝜀2

0

1
𝑣[𝛿𝑖𝑘 − 𝑣𝑖𝑣𝑘

𝑣2 ] = 𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑣2𝛿𝑖𝑘 − 𝑣𝑖𝑣𝑘

𝑣3 , (2.61)

其中
𝑚𝑟 = 𝑚𝑎𝑚𝑏

𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
, (2.62)

𝑚𝑎, 𝑚𝑏,分别为⼊射粒⼦ 𝑎、背景粒⼦ 𝑏的质量，𝑚𝑟为粒⼦ 𝑎和粒⼦ 𝑏的折合质量，
𝑧𝑎, 𝑧𝑏 分别为 𝑎, 𝑏粒⼦的核电荷数，𝑛𝑏 为 𝑏粒⼦的粒⼦数密度，ln𝛬表⽰库仑对
数，𝑣 = |𝑣𝑎 − 𝑣𝑏|为⼊射粒⼦ 𝑖和背景粒⼦ 𝑏的相对速度。将⽅程 (2.60)和 (2.61)
带⼊⽅程 (2.54)得

𝐺𝑖 = −𝑚𝑎
𝑚𝑏

𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑣𝑖
𝑣3 , (2.63)

𝐷𝑖𝑘 = √
𝛤𝑎𝑛𝑏

𝑣 (𝛿𝑖𝑘 − 𝑣𝑖𝑣𝑘
𝑣2 ). (2.64)

带⼊ Stratonovich SDE(2.55)得

d𝑣𝑎𝑖 = −𝑚𝑎
𝑚𝑏

𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑣𝑖
𝑣3d𝑡 + √

𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑣 (𝛿𝑖𝑘 − 𝑣𝑖𝑣𝑘

𝑣2 ) ∘ d𝑊𝑘, (2.65)
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即
dv𝑎 = −𝑚𝑎

𝑚𝑏
𝛤𝑎𝑛𝑏

v
𝑣3d𝑡 − 𝛺(𝑣)v × (v × dW). (2.66)

可以拓展到外场情况得
dv𝑎 = −𝑚𝑎

𝑚𝑏
𝛤𝑎𝑛𝑏

v
𝑣3 − 𝛺(𝑣)v × (v × dW) + F𝐿d𝑡

𝑚𝑎
, (2.67)

其中 F𝐿为洛伦兹⼒，并有 𝛺(𝑣) = √
𝛤𝑎𝑛𝑏
|𝑣|5。

2.3.2 Maxwellian等离⼦体中的 Stratonovich SDE

对于更为⼀般的情况，是指当背景粒⼦为漂移 Maxwellian分布，此时对背
景粒⼦的积分可以使⽤误差函数来近似处理。则有

𝑓𝑏(v) = 𝑛𝑏

(2𝜋)3/2𝑣3
𝑇 𝑏

exp
(

−(v𝑏 − v̄𝑏)2

2𝑣2
𝑇 𝑏 )

, 𝑣𝑇 𝑏 = √
T𝑏
𝑚𝑏

. (2.68)

其中 𝑛𝑏为背景粒⼦密度，v𝑏表⽰背景粒⼦的速度，v̄𝑏为平均速度，𝑣𝑇 为背景粒
⼦的热速度，T𝑏为背景粒⼦的温度。将⽅程 (2.68)带⼊⽅程 (2.20)-(2.21)得⽤误
差函数表⽰的 Rosenbluth势

ℋ𝑎(v𝑎) = ∑
𝑏

𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏 ∫ 𝑑v𝑏

𝑛𝑏

(2𝜋)3/2𝑣3
𝑇 𝑏

exp
(

−(v𝑏 − v̄𝑏)2

2𝑣2
𝑇 𝑏 )

1
|v𝑎 − v𝑏|

= ∑
𝑏

𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏

𝑛𝑏( 1
2𝜋𝑣2

𝑇 𝑏
)3/2

∫ 𝑑v𝑏 exp(
−(v𝑏 − v̄𝑏)2

2𝑣2
𝑇 𝑏 )

1
|v𝑎 − v𝑏| . (2.69)

注意到
+∞

∫
−∞

𝑑v𝑏 exp(
−(v𝑏 − v̄𝑏)2

2𝑣2
𝑇 𝑏 )

1
|v𝑎 − v𝑏| =

+∞

∫
−∞

𝑑(v𝑏 − v̄𝑏) exp
(

−(v𝑏 − v̄𝑏)2

2𝑣2
𝑇 𝑏 )

1
|v𝑎 − v̄𝑏 − (v𝑏 − v̄𝑏)|

= 1
|v𝑎 − v̄𝑏| (2𝑣2

𝑇 𝜋)3/2𝛷(|v𝑎 − v̄𝑏|
√2𝑣𝑇 𝑏

) . (2.70)

其中 𝛷为误差函数，有

𝛷(𝑥) = 2
√𝜋

𝑥

∫
0

𝑒−𝑦2𝑑𝑦 . (2.71)

𝛷′(𝑥) = 2
√𝜋

𝑒−𝑥2 , (2.72)

并令 ṽ𝑎 = v𝑎 − v̄𝑏，带⼊上式得
ℋ𝑎(v𝑎) = ∑

𝑏

𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏

𝑛𝑏( 1
2𝜋𝑣2

𝑇 𝑏
)3/2 1

̃𝑣𝑎
(2𝑣2

𝑇 𝑏𝜋)3/2𝛷( ̃𝑣𝑎

√2𝑣𝑇 𝑏

)

= 𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏

𝑛𝑏
1
̃𝑣𝑎
𝛷( ̃𝑣𝑎

√2𝑣𝑇 𝑏

) . (2.73)
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𝒢𝑎(v𝑎) = ∑
𝑏 ∫ 𝑑v𝑏𝑣𝑓(v𝑏)

= ∑
𝑏 ∫ 𝑑v𝑏

𝑛𝑏

(2𝜋)3/2𝑣3
𝑇 𝑏

exp
(

−(v𝑏 − v̄)2

2𝑣2
𝑇 𝑏 )

|v𝑎 − v𝑏|

= 𝑛𝑏 ̃𝑣𝑎(𝛷( ̃𝑣𝑎

√2𝑣𝑇 𝑏

) − 𝛹( ̃𝑣𝑎

√2𝑣𝑇 𝑏

)) + 𝑛𝑏2𝑣2
𝑇 𝑏

1
̃𝑣𝑎
𝛷( ̃𝑣𝑎

√2𝑣𝑇 𝑏

) . (2.74)

令
𝜂 = ̃𝑣𝑎

√2𝑣𝑇 𝑏

, (2.75)

则有

𝛹(𝜂) = −1
2
d(𝛷(𝜂)/𝜂)

d𝜂
= 1

2
1
𝜂2 𝛷(𝜂) − 1

2
1
𝜂 𝛷′(𝜂) , (2.76)

原式有
𝒢 = 𝑛𝑏√2𝑣𝑇 𝑏{𝜂[𝛷(𝜂) − 𝛹(𝜂)] + 1

𝜂 𝛷(𝜂)} . (2.77)

则有其中 𝑣𝑎表⽰⼊射粒⼦的速度⼤小，带⼊ P, 𝑄有

P = 𝛤𝑎
∂ℋ𝑎
∂v𝑎

= −𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2𝑣2

𝑇 𝑏
𝒩 ṽ𝑎 . (2.78)

其中
𝒩 = 2𝛤𝑎𝑛𝑏

1
√2𝑣𝑇 𝑏

𝛹(𝜂)
𝜂 , (2.79)

𝑄 = 𝛤𝑎
∂2𝒢𝑎

∂v𝑎∂v𝑎

= 𝛤𝑎
∂2

∂v𝑎∂v𝑎
[𝑛𝑏√2𝑣𝑇 𝑏{𝜂[𝛷(𝜂) − 𝛹(𝜂)] + 1

𝜂 𝛷(𝜂)}]

= 𝛤𝑎𝑛𝑏√2𝑣𝑇 𝑏{[ 2
𝜂3 𝛷(𝜂) + 2(1 − 1

𝜂2 )𝛷′(𝜂) + (𝜂 + 1
𝜂 )𝛷″(𝜂)

− 2𝛹 ′(𝜂) − 𝜂𝛹 ″(𝜂)] ∂
∂v𝑎

𝜂 ∂
∂v𝑎

𝜂

+ [(1 − 1
𝜂2 )𝛷(𝜂) + (𝜂 + 1

𝜂 )𝛷′(𝜂) − 𝛹(𝜂) − 𝜂𝛹 ′(𝜂)] ∂2𝜂
∂v𝑎∂v𝑎

} , (2.80)

由于
𝜂 = ṽ𝑎

√2𝑣𝑇 𝑏

, (2.81)
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∂

∂v𝑎
𝜂 = 1

√2𝑣𝑇 𝑏

ṽ𝑎
̃𝑣𝑎

, (2.82)

∂
∂v𝑎

𝜂 ∂
∂v𝑎

𝜂 = ̃𝑣𝑎

2𝑣2
𝑇 𝑏

1
̃𝑣3
𝑎
ṽ𝑎ṽ𝑎 = 𝜂

√2𝑣𝑇 𝑏

ṽ𝑎ṽ𝑎

̃𝑣3
𝑎

, (2.83)

∂
∂v𝑎

( ∂
∂v𝑎

𝜂) = ∂
∂v𝑎

( 1
√2𝑣𝑇 𝑏

ṽ𝑎
̃𝑣𝑎
)

= 1
√2𝑣𝑇 𝑏

[ ∂
∂v𝑎

( 1
̃𝑣𝑎
)ṽ𝑎 + 1

̃𝑣𝑎

∂
∂v𝑎

ṽ𝑎]

= 1
√2𝑣𝑇 𝑏

(− ṽ𝑎ṽ𝑎

̃𝑣3
𝑎

+ 1
̃𝑣𝑎
I) . (2.84)

带⼊ (2.80)得

𝑄 = 𝛤𝑎𝑛𝑏𝑣𝑇 𝑏{[ 2
𝜂2 𝛷(𝜂) + 2(𝜂 − 1

𝜂 )𝛷′(𝜂) + (𝜂2 + 1)𝛷″(𝜂)

− 2𝜂𝛹 ′(𝜂) − 𝜂2𝛹 ″(𝜂)] 1
√2𝑣𝑇 𝑏

( ṽ𝑎ṽ𝑎

̃𝑣3
𝑎

)

+ [(1 − 1
𝜂2 )𝛷(𝜂) + (𝜂 + 1

𝜂 )𝛷′(𝜂) − 𝛹(𝜂) − 𝜂𝛹 ′(𝜂)] 1
√2𝑣𝑇 𝑏

(− ṽ𝑎ṽ𝑎

̃𝑣3
𝑎

+ 1
̃𝑣𝑎
I)} ,

(2.85)

由于
𝛷′(𝜂) = 2

√𝜋
exp(−𝜂2) , (2.86)

𝛷″(𝜂) = 2
√𝜋

(−2𝜂) exp(−𝜂2)

= −2𝜂𝛷′(𝜂) . (2.87)

𝛹(𝜂) = 1
2

1
𝜂2 𝛷(𝜂) − 1

2
1
𝜂 𝛷′(𝜂) , (2.88)

𝛹 ′(𝜂) = − 1
𝜂3 𝛷(𝜂) + 1

2
1
𝜂2 𝛷′(𝜂) + 1

2
1
𝜂2 𝛷′(𝜂) − 1

2
1
𝜂 𝛷″(𝜂)

= − 1
𝜂3 𝛷(𝜂) + 1

𝜂2 𝛷′(𝜂) + 𝛷′(𝜂)

= −2
𝜂 [1

2
1
𝜂2 𝛷(𝜂) − 1

2
1
𝜂 𝛷′(𝜂)] + 𝛷′(𝜂)

= −2
𝜂 𝛹(𝜂) + 𝛷′(𝜂) , (2.89)
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𝛹 ″(𝜂) = 2
𝜂2 𝛹(𝜂) − 2

𝜂 𝛹 ′(𝜂) + 𝛷″(𝜂)

= 2
𝜂2 𝛹(𝜂) + 4

𝜂2 𝛹(𝜂) − 2
𝜂 𝛷′(𝜂) − 2𝜂𝛷′(𝜂)

= 6
𝜂2 𝛹(𝜂) − (2

𝜂 + 2𝜂)𝛷′(𝜂) , (2.90)

带⼊ (2.85)第⼀项系数为
2
𝜂2 𝛷(𝜂) + 2(𝜂 − 1

𝜂 )𝛷′(𝜂) + (𝜂2 + 1)𝛷″(𝜂) − 2𝜂𝛹 ′(𝜂) − 𝜂2𝛹 ″(𝜂)

= 2
𝜂2 𝛷(𝜂) + 2(𝜂 − 1

𝜂 )𝛷′(𝜂) − 2𝜂(𝜂2 + 1)𝛷′(𝜂) − 2𝜂[−2
𝜂 𝛹(𝜂) + 𝛷′(𝜂)]

− 𝜂2( 6
𝜂2 𝛹(𝜂) − (2

𝜂 + 2𝜂)𝛷′(𝜂))

=4[1
2

1
𝜂2 𝛷(𝜂) − 1

2
1
𝜂 𝛷′(𝜂)] + 4𝛹(𝜂) − 6𝛹(𝜂)

=2𝛹(𝜂) . (2.91)

第⼆项的系数为

(1 − 1
𝜂2 )𝛷(𝜂) + (𝜂 + 1

𝜂 )𝛷′(𝜂) − 𝛹(𝜂) − 𝜂𝛹 ′(𝜂)

=𝛷(𝜂) − 1
𝜂2 𝛷(𝜂) + 1

𝜂 𝛷′(𝜂) + 𝜂𝛷′(𝜂) − 𝛹(𝜂) − 𝜂𝛹 ′(𝜂)

=𝛷(𝜂) − 2𝛹(𝜂) + 𝜂𝛷′(𝜂) − 𝛹(𝜂) − 𝜂[−2
𝜂 𝛹(𝜂) + 𝛷′(𝜂)]

=𝛷(𝜂) − 2𝛹(𝜂) + 𝜂𝛷′(𝜂) − 𝛹(𝜂) + 2𝛹(𝜂) − 𝜂𝛷′(𝜂)

=𝛷(𝜂) − 𝛹(𝜂) , (2.92)

因此有

𝑄 = 𝛤𝑎𝑛𝑏√2𝑣𝑇 {2𝛹(𝜂) 1
√2𝑣𝑇 𝑏

( ṽ𝑎ṽ𝑎

̃𝑣3
𝑎

) + [𝛷(𝜂) − 𝛹(𝜂)] 1
√2𝑣𝑇 𝑏

(− ṽ𝑎ṽ𝑎

̃𝑣3
𝑎

+ 1
̃𝑣𝑎
I)} ,

(2.93)

令
ℳ = 𝛤𝑎𝑛𝑏

1
√2𝑣𝑇 𝑏

𝛷(𝜂) − 𝛹(𝜂)
𝜂 , (2.94)

则有
𝑄 = [ℳI − (ℳ − 𝒩 ) ṽ𝑎ṽ𝑎

̃𝑣2
𝑎

] . (2.95)

写为分量形式有
𝑄𝑖𝑘 = ℳ𝛿𝑖𝑘 − (ℳ − 𝒩 ) ̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑘

̃𝑣2
𝑎

, (2.96)
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则有
𝐷𝑖𝑘 = ℳ1/2𝛿𝑖𝑘 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) ̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑘

̃𝑣2
𝑎

, (2.97)

𝐺𝑖 = 𝑃𝑖 − 1
2𝐷𝑗𝑘

∂𝐷𝑖𝑘
∂𝑣𝑎𝑗

, (2.98)

𝐷𝑗𝑘
∂𝐷𝑖𝑘
∂𝑣𝑎𝑗

= [ℳ1/2𝛿𝑗𝑘 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2)
̃𝑣𝑎𝑗 ̃𝑣𝑎𝑘

̃𝑣2
𝑎

]{ ∂
∂𝑣𝑎𝑗

ℳ1/2𝛿𝑖𝑘

− ∂
∂𝑣𝑎𝑗

(ℳ1/2 − 𝒩 1/2) ̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑘

̃𝑣2
𝑎

− (ℳ1/2 − 𝒩 1/2)[(𝛿𝑖𝑗 ̃𝑣𝑎𝑘 + 𝛿𝑗𝑘 ̃𝑣𝑎𝑖)
1
̃𝑣2
𝑎

− 2 1
̃𝑣4
𝑎

̃𝑣𝑎𝑗 ̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑘]}

= 1
2[ ∂

∂𝑣𝑎𝑖
ℳ + ̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑘

̃𝑣2
𝑎

∂
∂𝑣𝑎𝑘

(𝒩 − ℳ)] − 2[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] ̃𝑣𝑎𝑖

̃𝑣2
𝑎

, (2.99)

因为
∂

∂𝑣𝑎𝑖
ℳ = ∂

∂𝑣𝑎𝑖
[𝛤𝑎𝑛𝑏

1
√2𝑣𝑇 𝑏

𝛷(𝜂) − 𝛹(𝜂)
𝜂 ]

= 𝛤𝑎𝑛𝑏
1

√2𝑣𝑇 𝑏

[− 1
𝜂2 𝛷(𝜂) + 1

𝜂2 𝛹(𝜂) + 1
𝜂 𝛷′(𝜂) − 1

𝜂 𝛹 ′(𝜂)] ∂
∂𝑣𝑎𝑖

𝜂

= 𝛤𝑎𝑛𝑏
1

2𝑣2
𝑇 𝑏

1
𝜂2 [3𝛹(𝜂) − 𝛷(𝜂)] ̃𝑣𝑎𝑖

̃𝑣𝑎

= ℳ′ ̃𝑣𝑎𝑖
̃𝑣𝑎

. (2.100)

∂
∂𝑣𝑎𝑖

𝒩 = ∂
∂𝑣𝑎𝑖

[2𝛤𝑎𝑛𝑏
1

√2𝑣𝑇 𝑏

𝛹(𝜂)
𝜂 ]

= 2𝛤𝑎𝑛𝑏
1

√2𝑣𝑇 𝑏

[− 1
𝜂2 𝛹(𝜂) + 1

𝜂 𝛹 ′(𝜂)] ∂
∂𝑣𝑎𝑖

𝜂

= 2𝛤𝑎𝑛𝑏
1

√2𝑣𝑇 𝑏

{− 1
𝜂2 𝛹(𝜂) + 1

𝜂 [−2
𝜂 𝛹(𝜂) + 𝛷′(𝜂)]} ∂

∂𝑣𝑎𝑖
𝜂

= 2𝛤𝑎𝑛𝑏
1

√2𝑣𝑇 𝑏

{− 1
𝜂2 𝛹(𝜂) + 1

𝜂 [−2
𝜂 𝛹(𝜂) + 1

𝜂 𝛷(𝜂) − 2𝜂𝛹(𝜂)]} ∂
∂𝑣𝑎𝑖

𝜂

= 2𝛤𝑎𝑛𝑏
1

2𝑣2
𝑇 𝑏

𝛷(𝜂) − (2𝜂2 + 3)𝛹(𝜂)
𝜂2

̃𝑣𝑎𝑖
̃𝑣𝑎

= 𝒩 ′ ̃𝑣𝑎𝑖
̃𝑣𝑎

. (2.101)
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带⼊⽅程得

𝐷𝑗𝑘
∂𝐷𝑖𝑘
∂𝑣𝑎𝑗

= 1
2

1
̃𝑣𝑎
[ℳ′ ̃𝑣𝑎𝑖 + ̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑘

̃𝑣2
𝑎

̃𝑣𝑎𝑘(𝒩 ′ − ℳ′)]

− 2[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] ̃𝑣𝑎𝑖

̃𝑣2
𝑎

= 1
2𝒩 ′ ̃𝑣𝑎𝑖

̃𝑣𝑎
− 2[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] ̃𝑣𝑎𝑖

̃𝑣2
𝑎

(2.102)

因此有

𝐺𝑖 = 𝑃𝑖 − 1
2𝐷𝑗𝑘

∂𝐷𝑖𝑘
∂𝑣𝑗

= −𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2𝑣2

𝑇
𝒩 ̃𝑣𝑎𝑖

− 1
4

1
̃𝑣𝑎
𝒩 ′ ̃𝑣𝑎𝑖 + [ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] ̃𝑣𝑎𝑖

̃𝑣2
𝑎

. (2.103)

带⼊⽅程 (2.55)得

𝑑𝑣𝑎𝑖 = 𝐺𝑖(v)𝑑𝑡 + 𝐷𝑖𝑘(v) ∘ 𝑑𝑊𝑘

= −𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2𝑣2

𝑇 𝑏
𝒩 ̃𝑣𝑎𝑖𝑑𝑡

− 1
4

1
̃𝑣𝑎
𝒩 ′ ̃𝑣𝑎𝑖𝑑𝑡 + [ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] ̃𝑣𝑎𝑖

̃𝑣2
𝑎

𝑑𝑡

+ ℳ1/2𝑑𝑊𝑖 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) ̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑘𝑑𝑊𝑘

̃𝑣2
𝑎

, (2.104)

写成⽮量形式有

dv = −𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2𝑣2

𝑇 𝑏
𝒩 ṽ𝑎dt

− 1
4

1
̃𝑣𝑎
𝒩 ′ ṽ𝑎dt + [ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] ṽ𝑎

̃𝑣2
𝑎
dt

+ 𝒩 1/2dW − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) ṽ𝑎 × (ṽ𝑎 × dW)
̃𝑣2
𝑎

.

因为
ṽ𝑎 × (ṽ𝑎 × ṽ𝑎) = 0 ,

因此有

dv = [−𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2𝑣2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
̃𝑣𝑎
𝒩 ′

+ [ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
̃𝑣2
𝑎
]ṽ𝑎dt

+ 𝒩 1/2dW − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) ṽ𝑎 × (ṽ𝑎 × dW)
̃𝑣2
𝑎

. (2.105)
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对含外场的情况，有

dv = [−𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2𝑣2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
̃𝑣𝑎
𝒩 ′

+ [ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
̃𝑣2
𝑎
]ṽ𝑎dt

+ 𝒩 1/2dW − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) ṽ𝑎 × (ṽ𝑎 × dW)
̃𝑣2
𝑎

+ F𝐿d𝑡
𝑚𝑎

. (2.106)

2.4 Itô SDE与 kinetic SDE的随机等价性
SDE有常⽤的三种形式，分别为 Ito,Startonovich以及 kinetic形式 [64-65]。采

⽤ kinetic形式可以得到对应的数值积分⽅法 [72]。通过 FP⽅程与 Ito SDE的随机
等价性，Ito SDE与 kinetic SDE的等价性关系，得到等价于 RMJ下 Fokker-Planck
⽅程的 kinetic SDE，并就 Lorentzian等离⼦体和 Maxwellian等离⼦体给出具体
的表达式。采⽤ Itô积分对 kinetic积分进⾏定义 [72]

∫ 𝐵(x) ⋄ dW ∶= ∫ 𝐵(x)dW + 1
2 ∫[ ∂

∂x ⋅ D(x)]d𝑡 , (2.107)

我们可以得到采⽤ kinetic积分表⽰等价于 RMJ表⽰ Fokker-Planck⽅程的 kinetic
SDE，有

d𝑣𝑎𝑖 = 𝐹𝑖(v)d𝑡 + 𝐷𝑖𝑘(v)d𝑊𝑘

= 𝐹𝑖(v)d𝑡 + 𝐷𝑖𝑘(v) ⋄ d𝑊𝑘 − 1
2

∂
∂𝑣𝑎𝑗

⋅ (𝐷𝑖𝑘(v)𝐷𝑘𝑗(v))d𝑡

= [𝐹𝑖(v) − 1
2

∂
∂𝑣𝑎𝑗

𝑄𝑖𝑗(v)]d𝑡 + 𝐷𝑖𝑘(v) ⋄ d𝑊𝑘

= 𝐾𝑖(v)d𝑡 + 𝐷𝑖𝑘(v) ⋄ d𝑊𝑘 . (2.108)

其中

𝐾𝑖 = 𝐹𝑖 − 1
2

∂
∂𝑣𝑎𝑗

𝑄𝑖𝑗

= 𝐹𝑖 − 1
2

∂
∂𝑣𝑎𝑗

(𝐷𝑖𝑘𝐷𝑘𝑗)

= 𝐹𝑖 − 1
2

∂𝐷𝑖𝑘
∂𝑣𝑎𝑗

𝐷𝑘𝑗 − 1
2𝐷𝑖𝑘

∂𝐷𝑘𝑗
∂𝑣𝑎𝑗

. (2.109)
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2.5 等价于 FP⽅程的 kinetic SDE的具体表达式
2.5.1 Lorentzian等离⼦体中的 kinetic SDE

对于 Lorentzian等离⼦体，分布函数满⾜ 𝑓𝑏(𝑣𝑏) ∝ 𝛿(𝑣𝑏 − 𝑣𝑏0)，P, 𝑄满⾜⽅
程 (2.60)-(2.61)。将⽅程 (2.56)-(2.57)带⼊⽅程 (2.46)和 (2.109)得

𝐷𝑖𝑘 = √
𝛤𝑎𝑛𝑏

𝑣 (𝛿𝑖𝑘 − 𝑣𝑖𝑣𝑘
𝑣2 ) . (2.110)

𝐾𝑖 = 𝐹𝑖 − 1
2

∂𝐷𝑖𝑘
∂𝑣𝑎𝑗

𝐷𝑘𝑗 − 1
2𝐷𝑖𝑘

∂𝐷𝑘𝑗
∂𝑣𝑎𝑗

, (2.111)

∂𝐷𝑖𝑘
∂𝑣𝑎𝑗

= √
𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑣5 [1

2𝛿𝑖𝑘𝑣𝑗 − 𝛿𝑖𝑗𝑣𝑘 + 3
2

𝑣𝑗𝑣𝑖𝑣𝑘

𝑣2 ] . (2.112)

∂𝐷𝑘𝑗
∂𝑣𝑎𝑗

= ∂
∂𝑣𝑎𝑗

[√
𝛤𝑎𝑛𝑏

𝑣 (𝛿𝑘𝑗 −
𝑣𝑘𝑣𝑗

𝑣2 )]

= √𝛤𝑎𝑛𝑏
∂

∂𝑣𝑎𝑗
( 1
√𝑣

)(𝛿𝑘𝑗 −
𝑣𝑘𝑣𝑗

𝑣2 ) + √
𝛤𝑎𝑛𝑏

𝑣
∂

∂𝑣𝑎𝑗
(𝛿𝑘𝑗 −

𝑣𝑘𝑣𝑗

𝑣2 ) , (2.113)

∂
∂𝑣𝑎𝑗

( 1
√𝑣

) = −1
2𝑣− 5

2 𝑣𝑗 , (2.114)

∂
∂𝑣𝑎𝑗

(𝛿𝑘𝑗 −
𝑣𝑘𝑣𝑗

𝑣2 ) = − ∂
∂𝑣𝑎𝑗

(
𝑣𝑘𝑣𝑗

𝑣2 )

= − ∂
∂𝑣𝑎𝑗

[(𝑣𝑎𝑘 − 𝑣𝑏0𝑘)(𝑣𝑎𝑗 − 𝑣𝑏0𝑗)]
1
𝑣2 − ∂

∂𝑣𝑎𝑗
( 1
𝑣2 )𝑣𝑘𝑣𝑗

= −[𝛿𝑗𝑘(𝑣𝑎𝑗 − 𝑣𝑏0𝑗) + (𝑣𝑎𝑘 − 𝑣𝑏0𝑘)] 1
𝑣2

+ 𝑣−4[2𝛿𝑖𝑗𝑣𝑎𝑖 − 2𝛿𝑖𝑗𝑣𝑏0𝑖]𝑣𝑘𝑣𝑗

= −[𝛿𝑗𝑘𝑣𝑗 + 𝑣𝑘] 1
𝑣2 + 2 1

𝑣4 𝑣𝑖𝑣𝑖𝑣𝑘 , (2.115)

带⼊ ∂𝐷𝑘𝑗
∂𝑣𝑎𝑗
得

∂𝐷𝑘𝑗
∂𝑣𝑎𝑗

= −1
2√𝛤𝑎𝑛𝑏𝑣− 5

2 𝑣𝑗(𝛿𝑘𝑗 −
𝑣𝑘𝑣𝑗

𝑣2 ) + √
𝛤𝑎𝑛𝑏

𝑣 {−[𝛿𝑗𝑘𝑣𝑗 + 𝑣𝑘] 1
𝑣2 + 2 1

𝑣4 𝑣𝑖𝑣𝑖𝑣𝑘}

= −1
2√𝛤𝑎𝑛𝑏𝑣− 5

2 (𝑣𝑘 − 𝑣𝑘) + √
𝛤𝑎𝑛𝑏

𝑣 {−2𝑣𝑘
𝑣2 + 2𝑣𝑘

𝑣2 }

= 0 . (2.116)
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则有

𝐾𝑖 = 𝐹𝑖 − 1
2

∂𝐷𝑖𝑘
∂𝑣𝑎𝑗

𝐷𝑘𝑗

= −𝑚𝑎
𝑚𝑏

𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑣𝑖
𝑣3 . (2.117)

带⼊ kinetic SDE⽅程 (2.108)有

d𝑣𝑎𝑖 = −𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑚𝑎
𝑚𝑏

𝑣𝑖
𝑣3d𝑡 + √

𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑣 (𝛿𝑖𝑘 − 𝑣𝑖𝑣𝑘

𝑣2 ) ⋄ d𝑊𝑘 , (2.118)

即
dv𝑎 = −𝑚𝑎

𝑚𝑏
𝛤𝑎𝑛𝑏

v
𝑣3 − 𝛺(𝑣)v × (v × dW) , (2.119)

2.5.2 Maxwellian等离⼦体中的 kinetic SDE

对 Maxwellian等离⼦体，背景等离⼦体分布为⽅程 (2.68)，对应的 RMJ势
函数为⽅程 (2.73)-(2.77)。将⽅程 (2.73)-(2.77)带⼊⽅程 (2.56)-(2.57)得对应摩擦
系数 P和扩散系数 𝑄的表达式，即⽅程 (2.78)-(2.95)。写为分量形式有

𝑃𝑖 = −𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2𝑣2

𝑇 𝑏
𝒩 ̃𝑣𝑎𝑖, (2.120)

𝑄𝑖𝑘 = ℳ𝛿𝑖𝑘 − (ℳ − 𝒩 ) ̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑘

̃𝑣2
𝑎

, (2.121)

其中ℳ, 𝒩 满⾜⽅程 (2.79)-(2.94)。将⽅程 (2.120)和 (2.121)带⼊⽅程 (2.46)和
(2.109)得

𝐷𝑖𝑘 = ℳ1/2𝛿𝑖𝑘 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) ̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑘

̃𝑣2
𝑎

, (2.122)

𝐹𝑖 = 𝑃𝑖 , (2.123)

𝐾𝑖 = 𝐹𝑖 − 1
2

∂𝐷𝑖𝑘
∂𝑣𝑎𝑗

𝐷𝑘𝑗 − 1
2𝐷𝑖𝑘

∂𝐷𝑘𝑗
∂𝑣𝑎𝑗

, (2.124)

∂𝐷𝑖𝑘
∂𝑣𝑎𝑗

𝐷𝑘𝑗 = 1
2𝒩 ′ ̃𝑣𝑎𝑖

̃𝑣𝑎
− 2[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] ̃𝑣𝑎𝑖

̃𝑣2
𝑎

, (2.125)
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𝐷𝑖𝑘
∂𝐷𝑘𝑗
∂𝑣𝑎𝑗

= [ℳ1/2𝛿𝑖𝑘 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) ̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑘

̃𝑣2
𝑎

]{ ∂
∂𝑣𝑎𝑗

ℳ1/2𝛿𝑘𝑗

− ∂
∂𝑣𝑎𝑗

(ℳ1/2 − 𝒩 1/2)
̃𝑣𝑎𝑘 ̃𝑣𝑎𝑗

̃𝑣2
𝑎

− (ℳ1/2 − 𝒩 1/2)[(𝛿𝑘𝑗 ̃𝑣𝑎𝑗 + ̃𝑣𝑎𝑘) 1
̃𝑣2
𝑎

− 2 1
̃𝑣4
𝑎

̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑘]}

= ℳ1/2 ∂
∂𝑣𝑎𝑖

ℳ1/2 − ℳ1/2 ∂
∂𝑣𝑎𝑗

(ℳ1/2 − 𝒩 1/2)
̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑗

̃𝑣2
𝑎

− ℳ1/2(ℳ1/2 − 𝒩 1/2)[( ̃𝑣𝑎𝑖 + ̃𝑣𝑎𝑖)
1
̃𝑣2
𝑎

− 2 1
̃𝑣4
𝑎

̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑖]

− (ℳ1/2 − 𝒩 1/2)
̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑗

̃𝑣2
𝑎

∂
∂𝑣𝑎𝑗

ℳ1/2

+ (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) ∂
∂𝑣𝑎𝑗

(ℳ1/2 − 𝒩 1/2)
̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑗 ̃𝑣𝑎𝑘 ̃𝑣𝑎𝑘

̃𝑣4
𝑎

+ (ℳ1/2 − 𝒩 1/2)2[( ̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑗 ̃𝑣𝑎𝑗 + ̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑘 ̃𝑣𝑎𝑘) 1
̃𝑣4
𝑎

− 2 1
̃𝑣6
𝑎

̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑘 ̃𝑣𝑎𝑘]

= 1
2

∂
∂𝑣𝑎𝑖

ℳ −
̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑗

2 ̃𝑣2
𝑎

[ ∂
∂𝑣𝑎𝑗

ℳ − ∂
∂𝑣𝑎𝑗

𝒩 ] . (2.126)

∂
∂𝑣𝑎𝑖

ℳ = ℳ′ ̃𝑣𝑎𝑖
̃𝑣𝑎

, (2.127)

∂
∂𝑣𝑎𝑖

𝒩 = 𝒩 ′ ̃𝑣𝑎𝑖
̃𝑣𝑎

, (2.128)

其中
ℳ′ = 𝛤𝑎𝑛𝑏

1
2𝑣2

𝑇 𝑏

1
𝜂2 [3𝛹(𝜂) − 𝛷(𝜂)] , (2.129)

𝒩 ′ = 𝛤𝑎𝑛𝑏
1

𝑣2
𝑇 𝑏

𝛷(𝜂) − (2𝜂2 + 3)𝛹(𝜂)
𝜂2 , (2.130)

则有
𝐷𝑖𝑘

∂𝐷𝑘𝑗
∂𝑣𝑎𝑗

= 1
2𝒩 ′ ̃𝑣𝑎𝑖

̃𝑣𝑎
, (2.131)

因此有

𝐾𝑖 = 𝐹𝑖 − 1
2

∂𝐷𝑖𝑘
∂𝑣𝑎𝑗

𝐷𝑘𝑗 − 1
2𝐷𝑖𝑘

∂𝐷𝑘𝑗
∂𝑣𝑎𝑗

= −𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2𝑣2

𝑇 𝑏
𝒩 ̃𝑣𝑎𝑖 − 1

2[1
2𝒩 ′ ̃𝑣𝑎𝑖

̃𝑣𝑎
− 2[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] ̃𝑣𝑎𝑖

̃𝑣2
𝑎

]

− 1
4𝒩 ′ ̃𝑣𝑎𝑖

̃𝑣𝑎

= −𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2𝑣2

𝑇 𝑏
𝒩 ̃𝑣𝑎𝑖 − 1

2𝒩 ′ ̃𝑣𝑎𝑖
̃𝑣𝑎

+ [ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] ̃𝑣𝑎𝑖

̃𝑣2
𝑎

. (2.132)
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将⽅程 (2.132)带⼊⽅程 (2.108)得

d𝑣𝑎𝑖 = 𝐾𝑖d𝑡 + 𝐷𝑖𝑘 ⋄ d𝑊𝑘

= −𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2𝑣2

𝑇 𝑏
𝒩 ̃𝑣𝑎𝑖d𝑡 − 1

2𝒩 ′ ̃𝑣𝑎𝑖
̃𝑣𝑎
d𝑡 + [ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] ̃𝑣𝑎𝑖

̃𝑣2
𝑎
d𝑡

+ ℳ1/2 ⋄ d𝑊𝑖 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) ̃𝑣𝑎𝑖 ̃𝑣𝑎𝑘

̃𝑣2
𝑎

⋄ d𝑊𝑘 . (2.133)

即

dv = {−𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2𝑣2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

2𝒩 ′ 1
̃𝑣𝑎

+ [ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
̃𝑣2
𝑎
}ṽ𝑎d𝑡

+ 𝒩 1/2 ⋄ dW − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) ṽ𝑎 × (ṽ𝑎 × dW)
̃𝑣2
𝑎

. (2.134)

当系统中漂移项来源于势函数的梯度和漂移张量或者迁移张量时，即 𝐾(v)具有
如下形式

𝐾(v) = −1
2𝑄(v)[ ∂

∂v𝜙(v, 𝑡)] , (2.135)

⽅程 (2.108)的稳态分布为

𝑓(v) ≈ exp[−𝜙(v)] , (2.136)

在已知 K(v), 𝑄(v)时，我们也许可以通过

𝜙(v, 𝑡) = −2 ∫ 𝑄−1(v)K(v)dv , (2.137)

由于 𝑄(v),K(v)表达式⽐较复杂，对其积分过程也较难，我们将在之后的研究中
进⾏讨论。

2.6 任意分布下 Stratonovich SDE的表达式
FP⽅程的碰撞积分和 Itô SDE分别为

⎧⎪
⎨
⎪⎩

( ∂𝑓𝑎
∂𝑡 )𝑐 = ∂

∂𝑣𝑎𝑖 (−𝑃𝑖(v)𝑓𝑎 + 1
2

∂
∂𝑣𝑎𝑘

𝑄𝑖𝑘(v)𝑓𝑎) ,

𝑑𝑣𝑎𝑖 = 𝐹𝑖(v)d𝑡 + 𝐷𝑖𝑘(v)d𝑊𝑘,
(2.138)

式中 𝑃𝑖(v) 表⽰摩擦系数的第 𝑖 个分量，𝑄𝑖𝑘 表⽰扩散系数第 𝑖𝑘 个分量，𝑓𝑎 表
⽰粒⼦ 𝑎的分布函数，𝐹𝑖(v), 𝐷𝑖𝑘(v)是确定性的函数，𝑊𝑘 表⽰Wiener过程。当
𝐹𝑖(v), 𝐷𝑖𝑘(v)和 𝑃𝑖(v), 𝑄𝑖𝑘(v)满⾜关系

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝐹𝑖(v) = 𝑃𝑖(v),

𝐷𝑖𝑘(v) = 𝑄1/2
𝑖𝑘 (v),

(2.139)
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时，FP⽅程所得分布函数的解与 Itô SDE的弱解是等价的。对于 Stratonovich SDE

𝑑𝑣𝑎𝑖 = 𝐺𝑖(v)𝑑𝑡 + 𝐷𝑖𝑘(v) ∘ 𝑑𝑊𝑘, (2.140)

当⽅程系数满⾜
𝐺𝑖 = 𝐹𝑖 − 1

2𝐷𝑗𝑘
∂𝐷𝑖𝑘
∂𝑣𝑎𝑗

, (2.141)

对于 RMJ势表⽰下的 FP⽅程，其摩擦系数 P和扩散系数 𝑄分别为

P = 𝛤𝑎
∂ℋ𝑎
∂v𝑎

, (2.142)

𝑄 = 𝛤𝑎
∂2𝒢𝑎

∂v𝑎∂v𝑎
, (2.143)

式中
ℋ𝑎(𝑣) = ∑

𝑏

𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏 ∫ 𝑑v𝑏𝑓𝑏(v𝑏)1

𝑣, (2.144)

𝒢𝑎(𝑣) = ∑
𝑏 ∫ 𝑑v𝑏𝑣𝑓𝑏(v𝑏), (2.145)

𝛤𝑎 =
𝑧2

𝑎𝑧2
𝑏𝑒4

4𝜋𝜀2
0𝑚2

𝑎
ln𝛬, (2.146)

在⼀般情况下，ℋ𝑎 和 𝒢𝑎 的值需要由对应的积分决定。𝑣 = |v𝑎 − v𝑏|，而这个积
分，根据分布函数的具体形式采⽤不同的数值⽅式进⾏近似。背景粒⼦分布函数
的信息被涵盖在ℋ𝑎和 𝒢𝑎中，因此也被涵盖在 P, 𝑄中。对背景粒⼦任意分布函
数，我们假设积分和微分可以调换顺序，则有

P = 𝛤𝑎
∂ℋ𝑎
∂v𝑎

= 𝛤𝑎 ∑
𝑏

𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑎 ∫ 𝑑v𝑏𝑓𝑏(v𝑏) ∂

∂v𝑎

1
𝑣

= −𝛤𝑎 ∑
𝑏

𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑎 ∫ 𝑑v𝑏𝑓𝑏(v𝑏) v𝑣3 , (2.147)

𝑄 = 𝛤𝑎
∂2𝒢𝑎(𝑣)
∂v𝑎∂v𝑎

= 𝛤𝑎
∂

∂v𝑎
( ∂
∂v𝑎 ∑

𝑏 ∫ 𝑑v𝑏𝑣𝑓𝑏(v𝑏))

= 𝛤𝑎 ∑
𝑏 ∫ 𝑑v𝑏𝑓𝑏(v𝑏)𝐼

𝑣 − 𝛤𝑎 ∑
𝑏 ∫ 𝑑v𝑏𝑓𝑏(v𝑏)1

𝑣
vv
𝑣2 , (2.148)

则有
𝑄𝑖𝑘 = 𝛤𝑎 ∑

𝑏 ∫ 𝑑v𝑏𝑓𝑏(v𝑏)1
𝑣𝛿𝑖𝑘 − 𝛤𝑎 ∑

𝑏 ∫ 𝑑v𝑏𝑓𝑏(v𝑏)1
𝑣

𝑣𝑖𝑣𝑘
𝑣2 , (2.149)
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SDE扩散系数𝐷𝑖𝑘和 FP⽅程扩散系数𝑄𝑖𝑘满⾜⽅程 (2.139)，但是在已知 FP
扩散系数求 SDE扩散系数 𝐷𝑖𝑘 时，所得 𝐷𝑖𝑘 并不是唯⼀的。对扩散矩阵 𝑄𝑖𝑘 的
分解主要可以分为两种⽅法，⼀种是通过特征向量和特征值的求解，来得到⼀个
对称矩阵，另⼀种是通过 Cholesky分解得到下三⻆矩阵。

2.6.1 通过求解特征向量和特征值来分解扩散矩阵 𝑄𝑖𝑘

基本思路：对扩散矩阵求特征向量和特征值，我们可以得到对⻆矩阵 𝐶1 和
正交矩阵 𝑃1，满⾜

𝑄 = 𝑃 𝑇
1 𝐶1𝑃1 , (2.150)

其中

𝐶1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜆1 0 0
0 𝜆2 0
0 0 𝜆3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, (2.151)

𝜆1, 𝜆2, 𝜆3为特征值，𝑃1为对应的特征向量矩阵。令

𝐶2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

√𝜆1 0 0
0 √𝜆2 0
0 0 √𝜆3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, (2.152)

则有

𝑄 = 𝑃 𝑇
1 𝐶2

2 𝑃1

= 𝑃 𝑇
1 𝐶2𝑃1𝑃 𝑇

1 𝐶2𝑃1

= 𝐷2 , (2.153)

因此，我们可以得到分解后的矩阵 𝐷满⾜

𝐷 = 𝑃 𝑇
1 𝐶𝑃1 . (2.154)

所以，求解对称矩阵 𝐷的基本思路为先求解出 𝑄对应的特征值矩阵 𝐶1 和
特征向量矩阵 𝑃1，将特征值矩阵求根得到 𝐶2，然后将特征向量矩阵 𝑃1 作⽤在
𝐶2上得到分解后的矩阵 𝐷。

2.6.2 通过 Cholesky分解得到 SDE扩散系数
为此我们提供其中⼀种⽅案，根据 Cholesky分解来求解 SDE扩散系数 𝐷𝑖𝑘。

根据 Cholesky 分解，我们可以由 Fokker-Planck ⽅程对应的扩散系数 𝑄𝑖𝑘 得到
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SDE对应的扩散系数 𝐷𝑖𝑘。对于 3阶 Hermitian正定矩阵 𝑄𝑖𝑘，其表达式为

𝑄 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑄11 𝑄21 𝑄31

𝑄21 𝑄22 𝑄32

𝑄31 𝑄32 𝑄33

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, (2.155)

经过 Cholesky分解之后，得到下三⻆矩阵 𝐷𝑖𝑘。并且满⾜

𝐷11 = √𝑄11 , (2.156)

𝐷21 = 𝑄21
𝐷11

, (2.157)

𝐷31 = 𝑄31
𝐷11

, (2.158)

𝐷22 = √𝑄22 − 𝐷2
21 , (2.159)

𝐷32 = 𝑄32 − 𝐷21𝐷31
𝐷22

, (2.160)

𝐷33 = √𝑄33 − 𝐷2
31 − 𝐷2

32 , (2.161)

即有

𝐷 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝐷11 0 0
𝐷21 𝐷22 0
𝐷31 𝐷32 𝐷33

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, (2.162)

根据表达式 (2.141)得到
𝐺𝑖 = 𝐹𝑖 − 1

2𝐷𝑗𝑘
∂𝐷𝑖𝑘
∂𝑣𝑎𝑗

, (2.163)

因为积分是对 FP⽅程中的扩散系数 𝑄求解的，因此，可以将 𝐺𝑖 中含有微分的
部分表⽰为对 𝑄的微分，则有

𝐺1 = 𝐹1 − 1
2𝐷11

∂𝐷11
∂𝑣𝑎1

− 1
2𝐷12

∂𝐷12
∂𝑣𝑎1

− 1
2𝐷13

∂𝐷13
∂𝑣𝑎1

− 1
2𝐷21

∂𝐷11
∂𝑣𝑎2

− 1
2𝐷22

∂𝐷12
∂𝑣𝑎2

− 1
2𝐷23

∂𝐷13
∂𝑣𝑎2

− 1
2𝐷31

∂𝐷11
∂𝑣𝑎3

− 1
2𝐷32

∂𝐷12
∂𝑣𝑎3

− 1
2𝐷33

∂𝐷13
∂𝑣𝑎3

= 𝐹1 − 1
2𝐷11

∂𝐷11
∂𝑣𝑎1

− 1
2𝐷21

∂𝐷11
∂𝑣𝑎2

− 1
2𝐷31

∂𝐷11
∂𝑣𝑎3

, (2.164)

∂𝐷11
∂𝑣𝑎1

=
∂√𝑄11

∂𝑣𝑎1
= 1

2
1

√𝑄11

∂𝑄11
∂𝑣𝑎1

= 1
2𝐷11

∂𝑄11
∂𝑣𝑎1

, (2.165)

∂𝐷11
∂𝑣𝑎2

= 1
2𝐷11

∂𝑄11
∂𝑣𝑎2

, (2.166)
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∂𝐷11
∂𝑣𝑎3

= 1
2𝐷11

∂𝑄11
∂𝑣𝑎3

, (2.167)

𝐺1 = 𝐹1 − 1
4

∂𝑄11
∂𝑣𝑎1

− 1
4

𝐷21
𝐷11

∂𝑄11
∂𝑣𝑎2

− 1
4

𝐷31
𝐷11

∂𝑄11
∂𝑣𝑎3

, (2.168)

𝐺2 = 𝐹2 − 1
2𝐷11

∂𝐷21
∂𝑣𝑎1

− 1
2𝐷12

∂𝐷22
∂𝑣𝑎1

− 1
2𝐷13

∂𝐷23
∂𝑣𝑎1

− 1
2𝐷21

∂𝐷21
∂𝑣𝑎2

− 1
2𝐷22

∂𝐷22
∂𝑣𝑎2

− 1
2𝐷23

∂𝐷23
∂𝑣𝑎2

− 1
2𝐷31

∂𝐷21
∂𝑣𝑎3

− 1
2𝐷32

∂𝐷22
∂𝑣𝑎3

− 1
2𝐷33

∂𝐷23
∂𝑣𝑎3

= 𝐹2 − 1
2𝐷11

∂𝐷21
∂𝑣𝑎1

− 1
2𝐷21

∂𝐷21
∂𝑣𝑎2

− 1
2𝐷22

∂𝐷22
∂𝑣𝑎2

− 1
2𝐷31

∂𝐷21
∂𝑣𝑎3

− 1
2𝐷32

∂𝐷22
∂𝑣𝑎3

, (2.169)

∂𝐷21
∂𝑣𝑎1

= ∂
∂𝑣𝑎1

𝑄21
𝐷11

= 1
𝐷2

11
[∂𝑄21

∂𝑣𝑎1
𝐷11 − 𝑄21

∂𝐷11
∂𝑣𝑎1

]

= 1
𝐷11

∂𝑄21
∂𝑣𝑎1

− 𝑄21

𝐷2
11

∂𝐷11
∂𝑣𝑎1

, (2.170)

∂𝐷21
∂𝑣𝑎1

= 1
𝐷11

∂𝑄21
∂𝑣𝑎1

− 𝑄21

𝐷2
11

∂𝐷11
∂𝑣𝑎1

= 1
𝐷11

∂𝑄21
∂𝑣𝑎1

− 𝐷21

2𝐷2
11

∂𝑄11
∂𝑣𝑎1

, (2.171)

∂𝐷21
∂𝑣𝑎2

= 1
𝐷11

∂𝑄21
∂𝑣𝑎2

− 𝐷21

2𝐷2
11

∂𝑄11
∂𝑣𝑎2

, (2.172)

∂𝐷21
∂𝑣𝑎3

= 1
𝐷11

∂𝑄21
∂𝑣𝑎3

− 𝐷21

2𝐷2
11

∂𝑄11
∂𝑣𝑎3

, (2.173)

∂𝐷22
∂𝑣𝑎2

= ∂
∂𝑣𝑎2

(√𝑄22 − 𝐷2
21)

= 1
2

1

√𝑄22 − 𝐷2
21

[∂𝑄22
∂𝑣𝑎2

− 2𝐷21
∂𝐷21
∂𝑣𝑎2

]

= 1
2𝐷22

∂𝑄22
∂𝑣𝑎2

− 𝐷21
𝐷11𝐷22

∂𝑄21
∂𝑣𝑎2

+
𝐷2

21

2𝐷2
11𝐷22

∂𝑄11
∂𝑣𝑎2

, (2.174)
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∂𝐷22
∂𝑣𝑎3

= 1
2𝐷22

∂𝑄22
∂𝑣𝑎3

− 𝐷21
𝐷11𝐷22

∂𝑄21
∂𝑣𝑎3

+
𝐷2

21

2𝐷2
11𝐷22

∂𝑄11
∂𝑣𝑎3

, (2.175)

𝐺2 = 𝐹2 − 1
2𝐷11

∂𝐷21
∂𝑣𝑎1

− 1
2𝐷21

∂𝐷21
∂𝑣𝑎2

− 1
2𝐷22

∂𝐷22
∂𝑣𝑎2

− 1
2𝐷31

∂𝐷21
∂𝑣𝑎3

− 1
2𝐷32

∂𝐷22
∂𝑣𝑎3

= 𝐹2 − 1
2𝐷11[ 1

𝐷11

∂𝑄21
∂𝑣𝑎1

− 𝐷21

2𝐷2
11

∂𝑄11
∂𝑣𝑎1

]

− 1
2𝐷21[ 1

𝐷11

∂𝑄21
∂𝑣𝑎2

− 𝐷21

2𝐷2
11

∂𝑄11
∂𝑣𝑎2

] − 1
2𝐷22[ 1

2𝐷22

∂𝑄22
∂𝑣𝑎2

− 𝐷21
𝐷11𝐷22

∂𝑄21
∂𝑣𝑎2

+
𝐷2

21

2𝐷2
11𝐷22

∂𝑄11
∂𝑣𝑎2

]

− 1
2𝐷31[ 1

𝐷11

∂𝑄21
∂𝑣𝑎3

− 𝐷21

2𝐷2
11

∂𝑄11
∂𝑣𝑎3

] − 1
2𝐷32[ 1

2𝐷22

∂𝑄22
∂𝑣𝑎3

− 𝐷21
𝐷11𝐷22

∂𝑄21
∂𝑣𝑎3

+
𝐷2

21

2𝐷2
11𝐷22

∂𝑄11
∂𝑣𝑎3

]

= 𝐹2 + 1
4

𝐷21
𝐷11

∂𝑄11
∂𝑣𝑎1

− 1
2

∂𝑄21
∂𝑣𝑎1

− 1
4

∂𝑄22
∂𝑣𝑎2

+ 1
4

𝐷21(𝐷22𝐷31 − 𝐷21𝐷32)
𝐷2

11𝐷22

∂𝑄11
∂𝑣𝑎3

− 1
2

𝐷22𝐷31 − 𝐷21𝐷32
𝐷11𝐷22

∂𝑄21
∂𝑣𝑎3

− 1
4

𝐷32
𝐷22

∂𝑄22
∂𝑣𝑎3

,

(2.176)

𝐺3 = 𝐹3 − 1
2𝐷11

∂𝐷31
∂𝑣𝑎1

− 1
2𝐷12

∂𝐷32
∂𝑣𝑎1

− 1
2𝐷13

∂𝐷33
∂𝑣𝑎1

− 1
2𝐷21

∂𝐷31
∂𝑣𝑎2

− 1
2𝐷22

∂𝐷32
∂𝑣𝑎2

− 1
2𝐷23

∂𝐷33
∂𝑣𝑎2

− 1
2𝐷31

∂𝐷31
∂𝑣𝑎3

− 1
2𝐷32

∂𝐷32
∂𝑣𝑎3

− 1
2𝐷33

∂𝐷33
∂𝑣𝑎3

= 𝐹3 − 1
2𝐷11

∂𝐷31
∂𝑣𝑎1

− 1
2𝐷21

∂𝐷31
∂𝑣𝑎2

− 1
2𝐷22

∂𝐷32
∂𝑣𝑎2

− 1
2𝐷31

∂𝐷31
∂𝑣𝑎3

− 1
2𝐷32

∂𝐷32
∂𝑣𝑎3

− 1
2𝐷33

∂𝐷33
∂𝑣𝑎3

, (2.177)

∂𝐷31
∂𝑣𝑎1

= ∂
∂𝑣𝑎1

𝑄31
𝐷11

= 1
𝐷2

11
(∂𝑄31

∂𝑣𝑎1
𝐷11 − 𝑄31

∂𝐷11
∂𝑣𝑎1

)

= 1
𝐷11

∂𝑄31
∂𝑣𝑎1

− 𝑄31

𝐷2
11

∂𝐷11
∂𝑣𝑎1

= 1
𝐷11

∂𝑄31
∂𝑣𝑎1

− 𝐷31

2𝐷2
11

∂𝑄11
∂𝑣𝑎1

, (2.178)

∂𝐷31
∂𝑣𝑎2

= 1
𝐷11

∂𝑄31
∂𝑣𝑎2

− 𝐷31

2𝐷2
11

∂𝑄11
∂𝑣𝑎2

, (2.179)

37



第 2章 FP⽅程与 SDE的随机等价性
∂𝐷31
∂𝑣𝑎3

= 1
𝐷11

∂𝑄31
∂𝑣𝑎3

− 𝐷31

2𝐷2
11

∂𝑄11
∂𝑣𝑎3

, (2.180)

∂𝐷32
∂𝑣𝑎2

= ∂
∂𝑣𝑎2

𝑄32 − 𝐷21𝐷31
𝐷22

= 1
𝐷2

22
[(∂𝑄32

∂𝑣𝑎2
− 𝐷21

∂𝐷31
∂𝑣𝑎2

− 𝐷31
∂𝐷21
∂𝑣𝑎2

)𝐷22

− (𝑄32 − 𝐷21𝐷31)∂𝐷22
∂𝑣𝑎2

]

= 𝐷21

2𝐷2
11𝐷2

22
(2𝐷22𝐷31 − 𝐷21𝐷32)∂𝑄11

∂𝑣𝑎2
− 𝐷22𝐷31 − 𝐷21𝐷32

𝐷11𝐷2
22

∂𝑄21
∂𝑣𝑎2

− 𝐷32

2𝐷2
22

∂𝑄22
∂𝑣𝑎2

− 𝐷21
𝐷11𝐷22

∂𝑄31
∂𝑣𝑎2

+ 1
𝐷22

∂𝑄32
∂𝑣𝑎2

, (2.181)

∂𝐷32
∂𝑣𝑎3

= ∂
∂𝑣𝑎3

𝑄32 − 𝐷21𝐷31
𝐷22

= 𝐷21

2𝐷2
11𝐷2

22
(2𝐷22𝐷31 − 𝐷21𝐷32)∂𝑄11

∂𝑣𝑎3
− 𝐷22𝐷31 − 𝐷21𝐷32

𝐷11𝐷2
22

∂𝑄21
∂𝑣𝑎3

− 𝐷32

2𝐷2
22

∂𝑄22
∂𝑣𝑎3

− 𝐷21
𝐷11𝐷22

∂𝑄31
∂𝑣𝑎3

+ 1
𝐷22

∂𝑄32
∂𝑣𝑎3

, (2.182)

∂𝐷33
∂𝑣𝑎3

= ∂
∂𝑣𝑎3

√𝑄33 − 𝐷2
31 − 𝐷2

32

= 1
2

1
𝐷33

[∂𝑄33
∂𝑣𝑎3

− 2𝐷31
∂𝐷31
∂𝑣𝑎3

− 2𝐷32
∂𝐷32
∂𝑣𝑎3

]

= (𝐷22𝐷31 − 𝐷21𝐷32)2

2𝐷2
11𝐷2

22𝐷33

∂𝑄11
∂𝑣𝑎3

+ 𝐷32(𝐷22𝐷31 − 𝐷21𝐷32)
𝐷11𝐷2

22𝐷33

∂𝑄21
∂𝑣𝑎3

+
𝐷2

32

2𝐷2
22𝐷33

∂𝑄22
∂𝑣𝑎3

− 𝐷22𝐷31 − 𝐷21𝐷32
𝐷11𝐷22𝐷33

∂𝑄31
∂𝑣𝑎3

− 𝐷32
𝐷22𝐷33

∂𝑄32
∂𝑣𝑎3

+ 1
2𝐷33

∂𝑄33
∂𝑣𝑎3

, (2.183)
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𝐺3 = 𝐹3 − 1
2𝐷11

∂𝐷31
∂𝑣𝑎1

− 1
2𝐷21

∂𝐷31
∂𝑣𝑎2

− 1
2𝐷22

∂𝐷32
∂𝑣𝑎2

− 1
2𝐷31

∂𝐷31
∂𝑣𝑎3

− 1
2𝐷32

∂𝐷32
∂𝑣𝑎3

− 1
2𝐷33

∂𝐷33
∂𝑣𝑎3

= 𝐹3 − 1
2𝐷11( 1

𝐷11

∂𝑄31
∂𝑣𝑎1

− 𝐷31

2𝐷2
11

∂𝑄11
∂𝑣𝑎1

)

− 1
2𝐷21( 1

𝐷11

∂𝑄31
∂𝑣𝑎2

− 𝐷31

2𝐷2
11

∂𝑄11
∂𝑣𝑎2

)

− 1
2𝐷22[ 𝐷21

2𝐷2
11𝐷2

22
(2𝐷22𝐷31 − 𝐷21𝐷32)∂𝑄11

∂𝑣𝑎2
− 𝐷22𝐷31 − 𝐷21𝐷32

𝐷11𝐷2
22

∂𝑄21
∂𝑣𝑎2

− 𝐷32

2𝐷2
22

∂𝑄22
∂𝑣𝑎2

− 𝐷21
𝐷11𝐷22

∂𝑄31
∂𝑣𝑎2

+ 1
𝐷22

∂𝑄32
∂𝑣𝑎2

]

− 1
2𝐷31( 1

𝐷11

∂𝑄31
∂𝑣𝑎3

− 𝐷31

2𝐷2
11

∂𝑄11
∂𝑣𝑎3

)

− 1
2𝐷32[ 𝐷21

2𝐷2
11𝐷2

22
(2𝐷22𝐷31 − 𝐷21𝐷32)∂𝑄11

∂𝑣𝑎3
− 𝐷22𝐷31 − 𝐷21𝐷32

𝐷11𝐷2
22

∂𝑄21
∂𝑣𝑎3

− 𝐷32

2𝐷2
22

∂𝑄22
∂𝑣𝑎3

− 𝐷21
𝐷11𝐷22

∂𝑄31
∂𝑣𝑎3

+ 1
𝐷22

∂𝑄32
∂𝑣𝑎3

]

− 1
2𝐷33[(𝐷22𝐷31 − 𝐷21𝐷32)2

2𝐷2
11𝐷2

22𝐷33

∂𝑄11
∂𝑣𝑎3

+ 𝐷32(𝐷22𝐷31 − 𝐷21𝐷32)
𝐷11𝐷2

22𝐷33

∂𝑄21
∂𝑣𝑎3

+
𝐷2

32

2𝐷2
22𝐷33

∂𝑄22
∂𝑣𝑎3

− 𝐷22𝐷31 − 𝐷21𝐷32
𝐷11𝐷22𝐷33

∂𝑄31
∂𝑣𝑎3

− 𝐷32
𝐷22𝐷33

∂𝑄32
∂𝑣𝑎3

+ 1
2𝐷33

∂𝑄33
∂𝑣𝑎3

] , (2.184)

𝐺3 = 𝐹3 + 1
4

𝐷31
𝐷11

∂𝑄11
∂𝑣𝑎1

− 1
2

∂𝑄31
∂𝑣𝑎1

+ 1
4

𝐷21(𝐷21𝐷32 − 𝐷22𝐷31)
𝐷2

11𝐷22

∂𝑄11
∂𝑣𝑎2

+ 1
2

𝐷22𝐷31 − 𝐷21𝐷32
𝐷11𝐷22

∂𝑄21
∂𝑣𝑎2

+ 1
4

𝐷32
𝐷22

∂𝑄22
∂𝑣𝑎2

− 1
2

∂𝑄32
∂𝑣𝑎2

− 1
4

∂𝑄33
∂𝑣𝑎3

, (2.185)

接下来来求解 𝑄对速度的微分
∂𝑄𝑖𝑘
∂𝑣𝑎𝑗

= ∂
∂𝑣𝑎𝑗

(𝛤𝑎 ∑
𝑏 ∫ 𝑑v𝑏𝑓𝑏(v𝑏)1

𝑣𝛿𝑖𝑘 − 𝛤𝑎 ∑
𝑏 ∫ 𝑑v𝑏𝑓𝑏(v𝑏)1

𝑣
𝑣𝑖𝑣𝑘
𝑣2 )

= 𝛤𝑎 ∑
𝑏 ∫ 𝑑v𝑏𝑓𝑏(v𝑏)

𝑣𝑗

𝑣3 𝛿𝑖𝑘 − 𝛤𝑎 ∑
𝑏

𝑑v𝑏𝑓𝑏(v𝑏)[−
3𝑣𝑗

𝑣5 𝑣𝑖𝑣𝑘 + 1
𝑣3 𝛿𝑖𝑗𝑣𝑘 + 1

𝑣3 𝛿𝑗𝑘𝑣𝑖]

(2.186)

将 𝐺𝑖的表达式带⼊（2.140），我们就可以采⽤ SDE来求解背景粒⼦为任意分布
函数情况下⼊射粒⼦的在含库仑碰撞时的动⼒学⾏为。考虑到 PIC模拟中宏粒
⼦的设置，相⽐于真实粒⼦的模拟，每个格⼦中的粒⼦束将减少，所得 ∂𝑄𝑖𝑘/∂𝑣𝑎𝑗

的值相⽐于真实情况要更⼤⼀些。因此，对于 PIC模拟的情况需要有⼀个修正。
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假设每个宏粒⼦的数量代表了𝑁𝑚个真实粒⼦。使⽤ Klimontovich表⽰来离散分
布函数有

𝑓𝑏(x𝑏, v𝑏, 𝑡) =
𝑁

∑
𝑛=1

𝒮(x𝑏 − x𝑏𝑛)𝛿(v𝑏 − v𝑏𝑛) , (2.187)

其中 𝑁 为总宏粒⼦数⽬，𝒮 表⽰形状函数 [73]。我们得到宏粒⼦对应 𝑃𝑖, 𝑄𝑖𝑘 和
∂𝑄𝑖𝑘/∂𝑣𝑎𝑗 的值

𝑃𝑖 = −𝛤𝑚𝑎 ∑
𝑏

𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑎

𝑁

∑
𝑛

𝒮(x − x𝑏𝑛) 𝑣𝑖
𝑣3 , (2.188)

𝑄𝑖𝑘 = 𝛤𝑚𝑎 ∑
𝑏

𝑁

∑
𝑛

𝒮(x − x𝑏𝑛)1
𝑣𝛿𝑖𝑘 − 𝛤𝑚𝑎 ∑

𝑏

𝑁

∑
𝑛

𝒮(x − x𝑏𝑛)1
𝑣

𝑣𝑖𝑣𝑘
𝑣2 . (2.189)

∂𝑄𝑖𝑘
∂𝑣𝑎𝑗

= 𝛤𝑚𝑎 ∑
𝑏

𝑁

∑
𝑛

𝒮(x − x𝑏𝑛)
𝑣𝑗

𝑣3 𝛿𝑖𝑘

− 𝛤𝑚𝑎 ∑
𝑏

𝑁

∑
𝑛

𝒮(x − x𝑏𝑛)[−
3𝑣𝑗

𝑣5 𝑣𝑖𝑣𝑘 + 1
𝑣3 𝛿𝑖𝑗𝑣𝑘 + 1

𝑣3 𝛿𝑗𝑘𝑣𝑖] . (2.190)

其中 𝛤𝑚𝑎 = 𝑁2
𝑚𝛤𝑎是宏粒⼦的碰撞参数。在这种情况下，真实粒⼦分布函数为

𝑓𝑏(x𝑏, v𝑏, 𝑡) =
𝑁

∑
𝑛=1

𝒮(x𝑏 − x𝑏𝑛)𝛿(v𝑏 − v𝑏𝑛)𝑁𝑚 , (2.191)

因此我们可以得到在 PIC模拟过程中真实粒⼦对应的 𝑃𝑟𝑖, ∂𝑄𝑟𝑖𝑘/∂𝑣𝑎𝑗

𝑃𝑖 = −𝑁𝑚𝛤𝑚 ∑
𝑏

𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑎

𝑁

∑
𝑛

𝒮(x − x𝑏𝑛) 𝑣𝑖
𝑣3 , (2.192)

𝑄𝑖𝑘 = 𝑁𝑚𝛤𝑚𝑎 ∑
𝑏

𝑁

∑
𝑛

𝒮(x − x𝑏𝑛)1
𝑣𝛿𝑖𝑘 − 𝑁𝑚𝛤𝑚𝑎 ∑

𝑏

𝑁

∑
𝑛

𝒮(x − x𝑏𝑛)1
𝑣

𝑣𝑖𝑣𝑘
𝑣2 . (2.193)

∂𝑄𝑖𝑘
∂𝑣𝑎𝑗

= 𝑁𝑚𝛤𝑚𝑎 ∑
𝑏

𝑁

∑
𝑛

𝒮(x − x𝑏𝑛)
𝑣𝑗

𝑣3 𝛿𝑖𝑘

− 𝑁𝑚𝛤𝑚𝑎 ∑
𝑏

𝑁

∑
𝑛

𝒮(x − x𝑏𝑛)[−
3𝑣𝑗

𝑣5 𝑣𝑖𝑣𝑘 + 1
𝑣3 𝛿𝑖𝑗𝑣𝑘 + 1

𝑣3 𝛿𝑗𝑘𝑣𝑖] . (2.194)

因此，由此我们可以看出真实粒⼦和宏粒⼦情况下系数的关系为

F𝑟 = 1
𝑁𝑚

F , (2.195)

𝐺𝑟 = 1
𝑁𝑚

𝐺 . (2.196)

将⽅程 (2.188)-(2.190)带⼊⽅程 (2.46),(2.168),(2.176)和 (2.185)，可以得到宏粒⼦
情况下的 F和 𝐺。再根据⽅程 (2.195)和 (2.196)，得到 PIC模拟中背景为任意分
布时 Stratonovich SDE的表达式。
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2.6.3 将碰撞加⼊到 PIC中的讨论
在上⼀小节中，我们已经介绍了⼀种将隐式Monte-Carlo碰撞部分 (MCC)加

⼊ PIC模拟的⽅法。但是经过我们的测试，我们发现由于宏粒⼦较少，相⽐于真
实粒⼦模拟的噪声，PIC模拟过程中电磁场的噪声更⼤⼀些。并且碰撞频率相⽐
于真实情况也更⼤⼀些。为了展⽰这个问题，我们采⽤如下测试例⼦。格⼦⼤小
设为 𝛥𝑥 = 6 × 10−4m，等离⼦体密度设为 1 × 1020m−3 的均匀分布，初始速度为
5 × 106e𝑥m/s，模拟区域设为 128𝛥𝑥 × 128𝛥𝑥 × 128𝛥𝑥的 3D空间，背景等离⼦体
和束粒⼦温度分别为 𝑇0 = 32eV和 𝑇𝑏 = 0。对于保结构的⼏何 PIC算法 SymPIC，
我们⽤每格 100个宏粒⼦来表⽰背景等离⼦体并且每个格⼦中放 1个宏粒⼦表
⽰束粒⼦。我们分别采⽤ ISSDE和不含MCC的 SymPIC来计算电⼦束垂直⽅向
能量的增加如图2.3所⽰。可以清楚的看到在这种参数下 PIC的数值碰撞频率⽐
ISSDE的碰撞频率⾼。因此在这种情况下在 PIC加上额外的MCC是没有意义的，
并且相⽐于 ISSDE采⽤ PIC并不能获得与碰撞相关的更精确的效应。为了将数
值噪声减少到可以接受的⽔平，需要增加更多的宏粒⼦，这将⼤⼤增加计算量。
并且，即使是数值噪声⽔平与真实碰撞相当或者小于真实碰撞，我们依旧需要对
真实碰撞和数值噪声进⾏区分。我们将在今后的⼯作中报导相关的研究。

图 2.3 SymPIC和 ISSDE计算电⼦束垂直⽅向能量增加的⽐较

41



第 3章 ISSDE算法格式与程序设计

第 3章 ISSDE算法格式与程序设计
得到不同背景等离⼦体分布对应的 Strotonovich SDE 后，即可以由

Stratonovich积分定义和 Euler-Maruyama数值⽅法的要求对 Stratonovich SDE离
散求解，由此得到隐式中点格式，然后根据分裂法将离散的 Stratonovich SDE分
为确定性部分和碰撞部分，对碰撞部分采⽤ Newton-Raphson⽅法和拟⽜顿法进
⾏求解，便可以构造出包含等离⼦体库仑碰撞的 Monte-Carlo 隐式碰撞模拟程
序 ISSDE。本节⾸先介绍 ISSDE核⼼算法，然后给出 ISSDE程序的构成，相关
扩展以及程序实现的程序框图。作为与分裂法下隐式中点格式算法的对⽐，我
们介绍了随机 Runge-Kutta⽅法下的碰撞算法。为了简化问题，我们采⽤简化的
Lorentzian等离⼦体所对应的 Stratonovich SDE来进⾏离散。对于 Lorentzian等
离⼦体，即电⼦与相对冷的离⼦的碰撞占主要成分时，可以忽略电⼦和电⼦的碰
撞，因此这⾥的折合质量为电⼦和离⼦的折合质量。⼜因为

𝑚𝑟 = 𝑚𝑎𝑚𝑏
𝑚𝑎 + 𝑚𝑏

= 𝑚𝑒𝑚𝑖
𝑚𝑒 + 𝑚𝑖

, 𝑚𝑒 ≪ 𝑚𝑖 , (3.1)

因此
𝑚𝑟 ≈ 𝑚𝑒,

𝑚𝑒
𝑚𝑟

≈ 1 . (3.2)

我们可以对 Lorentzian等离⼦体做进⼀步简化，则⽅程 (2.66)有

dv = −𝛺(v)v × (v × dW) , (3.3)

扩展到有外场⼒的情况有

dv = F𝐿d𝑡
𝑚𝑎

− 𝛺(v) × (v × dW) , (3.4)

其中 F𝐿为洛仑兹⼒，𝛺(v) = √
𝛽

|v|5。

3.1 Stratonovich SDE的离散求解
对 Stratonovich SDE进⾏离散求解，对于⾮磁化情况下所得的数值求解的⽅

程为
⎧⎪
⎨
⎪⎩

dv = −𝛺(𝑣)v × (v × dW) ,

dx = vd𝑡 ,
(3.5)
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根据 Stratonovich 积分的定义和 Euler-Maruyama ⽅法的要求进⾏离散得隐式中
点表达式

⎧⎪
⎨
⎪⎩

v𝑛+1 = v𝑛 − 𝛺(𝑣𝑛+1+𝑣𝑛

2 )v
𝑛+1+v𝑛

2 × [v
𝑛+1+v𝑛

2 × (W𝑛+1 − W𝑛)] ,

x𝑛+1 = x𝑛 + v𝑛+1+v𝑛

2 d𝑡 ,
(3.6)

其中上标表⽰时间步。对隐式中点格式，每个⽮量的⼏何关系如图3.1。由⽅程

图 3.1 对 Lorentzian等离⼦体，采⽤中点格式时各个⽮量的⼏何关系

(3.6)的叉乘关系可以看出

(v
𝑛+1 − v𝑛

2 )2 + (v
𝑛+1 + v𝑛

2 )2 = (v𝑛)2 = (v𝑛+1)2 . (3.7)

因此，对简化的 Lorentzian等离⼦体情况下，中点格式是能量守恒的。因为这个
⽅程 (3.6)为隐格式，采⽤ Newton-Raphson⽅法和拟⽜顿法迭代求解 [74-79]。对于
Newton-Raphson⽅法，因为离散⽅程中 v的求解是与 x⽆关的，可以先单独计
算 v的值，再带⼊计算 x。令⽬标函数为

g(x𝑛+1) = −v𝑛+1 + v𝑛 − 𝛺(v
𝑛+1 + v𝑛

2 )v
𝑛+1 + v𝑛

2 × v𝑛+1 + v𝑛

2 × (W𝑛+1 − W𝑛) , (3.8)

其分量形式为

𝑔1(𝑣𝑛+1
𝑥 , 𝑣𝑛+1

𝑦 , 𝑣𝑛+1
𝑧 ) = −𝑣𝑛+1

𝑥 + 𝑣𝑛
𝑥

− √
𝛽
𝑣5 [

𝑣𝑛+1
𝑦 + 𝑣𝑛

𝑦
2 (𝑣𝑛+1

𝑥 + 𝑣𝑛
𝑥

2 (𝑊 𝑛+1
𝑦 − 𝑊 𝑛

𝑦 ) −
𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦

2 (𝑊 𝑛+1
𝑥 − 𝑊 𝑛

𝑥 ))

− 𝑣𝑛+1
𝑧 + 𝑣𝑛

𝑧
2 (𝑣𝑛+1

𝑧 + 𝑣𝑛
𝑧

2 (𝑊 𝑛+1
𝑥 − 𝑊 𝑛

𝑥 ) − 𝑣𝑛+1
𝑥 + 𝑣𝑛

𝑥
2 (𝑊 𝑛+1

𝑧 − 𝑊 𝑛
𝑧 ))] ,
(3.9)
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𝑔2(𝑣𝑛+1
𝑥 , 𝑣𝑛+1

𝑦 , 𝑣𝑛+1
𝑧 ) = −𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦

− √
𝛽
𝑣5 [𝑣𝑛+1

𝑧 + 𝑣𝑛
𝑧

2 (
𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦

2 (𝑊 𝑛+1
𝑧 − 𝑊 𝑛

𝑧 ) − 𝑣𝑛+1
𝑧 + 𝑣𝑛

𝑧
2 (𝑊 𝑛+1

𝑦 − 𝑊 𝑛
𝑦 ))

− 𝑣𝑛+1
𝑥 + 𝑣𝑛

𝑥
2 (𝑣𝑛+1

𝑥 + 𝑣𝑛
𝑥

2 (𝑊 𝑛+1
𝑦 − 𝑊 𝑛

𝑦 ) −
𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦

2 (𝑊 𝑛+1
𝑥 − 𝑊 𝑛

𝑥 ))] ,
(3.10)

𝑔3(𝑣𝑛+1
𝑥 , 𝑣𝑛+1

𝑦 , 𝑣𝑛+1
𝑧 ) = −𝑣𝑛+1

𝑧 + 𝑣𝑛
𝑧

− √
𝛽
𝑣5 [𝑣𝑛+1

𝑥 + 𝑣𝑛
𝑥

2 (𝑣𝑛+1
𝑧 + 𝑣𝑛

𝑧
2 (𝑊 𝑛+1

𝑥 − 𝑊 𝑛
𝑥 ) − 𝑣𝑛+1

𝑥 + 𝑣𝑛
𝑥

2 (𝑊 𝑛+1
𝑧 − 𝑊 𝑛

𝑧 ))

−
𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦

2 (
𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦

2 (𝑊 𝑛+1
𝑧 − 𝑊 𝑛

𝑧 ) − 𝑣𝑛+1
𝑧 + 𝑣𝑛

𝑧
2 (𝑊 𝑛+1

𝑦 − 𝑊 𝑛
𝑦 ))] ,
(3.11)

得⽬标函数 g(v𝑛+1)对各个分量的 Jacobian矩阵

𝐽 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∂𝑔1
∂𝑣𝑛+1

𝑥

∂𝑔1
∂𝑣𝑛+1

𝑦

∂𝑔1
∂𝑣𝑛+1

𝑧
∂𝑔2

∂𝑣𝑛+1
𝑥

∂𝑔2
∂𝑣𝑛+1

𝑦

∂𝑔2
∂𝑣𝑛+1

𝑧
∂𝑔3

∂𝑣𝑛+1
𝑥

∂𝑔3
∂𝑣𝑛+1

𝑦

∂𝑔3
∂𝑣𝑛+1

𝑧

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (3.12)

经过计算得
∂𝑔1

∂𝑣𝑛+1
𝑥

= −1 + [5
8√𝛽𝑣− 9

2 (𝑣𝑛+1
𝑥 + 𝑣𝑛

𝑥)][
𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦

2 (𝑣𝑛+1
𝑥 + 𝑣𝑛

𝑥
2 (𝑊 𝑛+1

𝑦 − 𝑊 𝑛
𝑦 ) −

𝑣𝑛+1
𝑦 + 𝑣𝑛

𝑦
2 (𝑊 𝑛+1

𝑥 − 𝑊 𝑛
𝑥 ))

− 𝑣𝑛+1
𝑧 + 𝑣𝑛

𝑧
2 (𝑣𝑛+1

𝑧 + 𝑣𝑛
𝑧

2 (𝑊 𝑛+1
𝑥 − 𝑊 𝑛

𝑥 ) − 𝑣𝑛+1
𝑥 + 𝑣𝑛

𝑥
2 (𝑊 𝑛+1

𝑧 − 𝑊 𝑛
𝑧 ))]

− 1
4√

𝛽
𝑣5 [(𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦)(𝑊 𝑛+1

𝑦 − 𝑊 𝑛
𝑦 ) + (𝑣𝑛+1

𝑧 + 𝑣𝑛
𝑧)(𝑊 𝑛+1

𝑧 − 𝑊 𝑛
𝑧 )] ,

(3.13)
∂𝑔1

∂𝑣𝑛+1
𝑦

= [5
8√𝛽𝑣− 9

2 (𝑣𝑛+1
𝑦 + 𝑣𝑛

𝑦)][
𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦

2 (𝑣𝑛+1
𝑥 + 𝑣𝑛

𝑥
2 (𝑊 𝑛+1

𝑦 − 𝑊 𝑛
𝑦 ) −

𝑣𝑛+1
𝑦 + 𝑣𝑛

𝑦
2 (𝑊 𝑛+1

𝑥 − 𝑊 𝑛
𝑥 ))

− 𝑣𝑛+1
𝑧 + 𝑣𝑛

𝑧
2 (𝑣𝑛+1

𝑧 + 𝑣𝑛
𝑧

2 (𝑊 𝑛+1
𝑥 − 𝑊 𝑛

𝑥 ) − 𝑣𝑛+1
𝑥 + 𝑣𝑛

𝑥
2 (𝑊 𝑛+1

𝑧 − 𝑊 𝑛
𝑧 ))]

− 1
4√

𝛽
𝑣5 [(𝑣𝑛+1

𝑥 + 𝑣𝑛
𝑥)(𝑊 𝑛+1

𝑦 − 𝑊 𝑛
𝑦 ) + (𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦)(𝑊 𝑛+1

𝑥 − 𝑊 𝑛
𝑥 )] ,

(3.14)
∂𝑔1

∂𝑣𝑛+1
𝑧

= [5
8√𝛽𝑣− 9

2 (𝑣𝑛+1
𝑧 + 𝑣𝑛

𝑧)][
𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦

2 (𝑣𝑛+1
𝑥 + 𝑣𝑛

𝑥
2 (𝑊 𝑛+1

𝑦 − 𝑊 𝑛
𝑦 ) −

𝑣𝑛+1
𝑦 + 𝑣𝑛

𝑦
2 (𝑊 𝑛+1

𝑥 − 𝑊 𝑛
𝑥 ))

− 𝑣𝑛+1
𝑧 + 𝑣𝑛

𝑧
2 (𝑣𝑛+1

𝑧 + 𝑣𝑛
𝑧

2 (𝑊 𝑛+1
𝑥 − 𝑊 𝑛

𝑥 ) − 𝑣𝑛+1
𝑥 + 𝑣𝑛

𝑥
2 (𝑊 𝑛+1

𝑧 − 𝑊 𝑛
𝑧 ))]

− 1
4√

𝛽
𝑣5 [(𝑣𝑛+1

𝑧 + 𝑣𝑛
𝑧)(𝑊 𝑛+1

𝑥 − 𝑊 𝑛
𝑥 ) + (𝑣𝑛+1

𝑥 + 𝑣𝑛
𝑥)(𝑊 𝑛+1

𝑧 − 𝑊 𝑛
𝑧 )] ,

(3.15)
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∂𝑔2

∂𝑣𝑛+1
𝑥

= [5
8√𝛽𝑣− 9

2 (𝑣𝑛+1
𝑥 + 𝑣𝑛

𝑥)][𝑣𝑛+1
𝑧 + 𝑣𝑛

𝑧
2 (

𝑣𝑛+1
𝑦 + 𝑣𝑛

𝑦
2 (𝑊 𝑛+1

𝑧 − 𝑊 𝑛
𝑧 ) − 𝑣𝑛+1

𝑧 + 𝑣𝑛
𝑧

2 (𝑊 𝑛+1
𝑦 − 𝑊 𝑛

𝑦 ))

− 𝑣𝑛+1
𝑥 + 𝑣𝑛

𝑥
2 (𝑣𝑛+1

𝑥 + 𝑣𝑛
𝑥

2 (𝑊 𝑛+1
𝑦 − 𝑊 𝑛

𝑦 ) −
𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦

2 (𝑊 𝑛+1
𝑥 − 𝑊 𝑛

𝑥 ))]

− 1
4√

𝛽
𝑣5 [(𝑣𝑛+1

𝑥 + 𝑣𝑛
𝑥)(𝑊 𝑛+1

𝑦 − 𝑊 𝑛
𝑦 ) + (𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦)(𝑊 𝑛+1

𝑥 − 𝑊 𝑛
𝑥 )] ,

(3.16)
∂𝑔2

∂𝑣𝑛+1
𝑦

= −1 + [5
8√𝛽𝑣− 9

2 (𝑣𝑛+1
𝑦 + 𝑣𝑛

𝑦)][𝑣𝑛+1
𝑧 + 𝑣𝑛

𝑧
2 (

𝑣𝑛+1
𝑦 + 𝑣𝑛

𝑦
2 (𝑊 𝑛+1

𝑧 − 𝑊 𝑛
𝑧 ) − 𝑣𝑛+1

𝑧 + 𝑣𝑛
𝑧

2 (𝑊 𝑛+1
𝑦 − 𝑊 𝑛

𝑦 ))

− 𝑣𝑛+1
𝑥 + 𝑣𝑛

𝑥
2 (𝑣𝑛+1

𝑥 + 𝑣𝑛
𝑥

2 (𝑊 𝑛+1
𝑦 − 𝑊 𝑛

𝑦 ) −
𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦

2 (𝑊 𝑛+1
𝑥 − 𝑊 𝑛

𝑥 ))]

− 1
4√

𝛽
𝑣5 [(𝑣𝑛+1

𝑥 + 𝑣𝑛
𝑥)(𝑊 𝑛+1

𝑦 − 𝑊 𝑛
𝑦 ) + (𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦)(𝑊 𝑛+1

𝑥 − 𝑊 𝑛
𝑥 )] ,

(3.17)
∂𝑔2

∂𝑣𝑛+1
𝑧

= [5
8√𝛽𝑣− 9

2 (𝑣𝑛+1
𝑧 + 𝑣𝑛

𝑧)][
𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦

2 (
𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦

2 (𝑊 𝑛+1
𝑧 − 𝑊 𝑛

𝑧 ) − 𝑣𝑛+1
𝑧 + 𝑣𝑛

𝑧
2 (𝑊 𝑛+1

𝑦 − 𝑊 𝑛
𝑦 ))

− 𝑣𝑛+1
𝑥 + 𝑣𝑛

𝑥
2 (𝑣𝑛+1

𝑥 + 𝑣𝑛
𝑥

2 (𝑊 𝑛+1
𝑦 − 𝑊 𝑛

𝑦 ) −
𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦

2 (𝑊 𝑛+1
𝑥 − 𝑊 𝑛

𝑥 ))]

− 1
4√

𝛽
𝑣5 [(𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦)(𝑊 𝑛+1

𝑧 − 𝑊 𝑛
𝑧 ) + (𝑣𝑛+1

𝑧 + 𝑣𝑛
𝑧)(𝑊 𝑛+1

𝑦 − 𝑊 𝑛
𝑦 )] ,

(3.18)
∂𝑔3

∂𝑣𝑛+1
𝑥

= [5
8√𝛽𝑣− 9

2 (𝑣𝑛+1
𝑥 + 𝑣𝑛

𝑥)][𝑣𝑛+1
𝑥 + 𝑣𝑛

𝑥
2 (𝑣𝑛+1

𝑧 + 𝑣𝑛
𝑧

2 (𝑊 𝑛+1
𝑧 − 𝑊 𝑛

𝑧 ) − 𝑣𝑛+1
𝑧 + 𝑣𝑛

𝑧
2 (𝑊 𝑛+1

𝑦 − 𝑊 𝑛
𝑦 ))

− 𝑣𝑛+1
𝑥 + 𝑣𝑛

𝑥
2 (𝑣𝑛+1

𝑥 + 𝑣𝑛
𝑥

2 (𝑊 𝑛+1
𝑦 − 𝑊 𝑛

𝑦 ) − 𝑣𝑛+1
𝑧 + 𝑣𝑛

𝑧
2 (𝑊 𝑛+1

𝑥 − 𝑊 𝑛
𝑥 ))]

− 1
4√

𝛽
𝑣5 [(𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦)(𝑊 𝑛+1

𝑧 − 𝑊 𝑛
𝑧 ) + (𝑣𝑛+1

𝑧 + 𝑣𝑛
𝑧)(𝑊 𝑛+1

𝑦 − 𝑊 𝑛
𝑦 )] ,

(3.19)
∂𝑔3

∂𝑣𝑛+1
𝑦

= [5
8√𝛽𝑣− 9

2 (𝑣𝑛+1
𝑦 + 𝑣𝑛

𝑦)][𝑣𝑛+1
𝑥 + 𝑣𝑛

𝑥
2 (𝑣𝑛+1

𝑧 + 𝑣𝑛
𝑧

2 (𝑊 𝑛+1
𝑥 − 𝑊 𝑛

𝑥 ) − 𝑣𝑛+1
𝑥 + 𝑣𝑛

𝑥
2 (𝑊 𝑛+1

𝑧 − 𝑊 𝑛
𝑧 ))

−
𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦

2 (
𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦

2 (𝑊 𝑛+1
𝑧 − 𝑊 𝑛

𝑧 ) − 𝑣𝑛+1
𝑧 + 𝑣𝑛

𝑧
2 (𝑊 𝑛+1

𝑦 − 𝑊 𝑛
𝑦 ))]

− 1
4√

𝛽
𝑣5 [(𝑣𝑛+1

𝑧 + 𝑣𝑛
𝑧)(𝑊 𝑛+1

𝑦 − 𝑊 𝑛
𝑦 ) + 2(𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦)(𝑊 𝑛+1

𝑧 − 𝑊 𝑛
𝑧 )] ,

(3.20)
∂𝑔3

∂𝑣𝑛+1
𝑧

= −1 + [5
8√𝛽𝑣− 9

2 (𝑣𝑛+1
𝑧 + 𝑣𝑛

𝑧)][𝑣𝑛+1
𝑥 + 𝑣𝑛

𝑥
2 (𝑣𝑛+1

𝑧 + 𝑣𝑛
𝑧

2 (𝑊 𝑛+1
𝑥 − 𝑊 𝑛

𝑥 ) − 𝑣𝑛+1
𝑥 + 𝑣𝑛

𝑥
2 (𝑊 𝑛+1

𝑧 − 𝑊 𝑛
𝑧 ))

−
𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦

2 (
𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦

2 (𝑊 𝑛+1
𝑧 − 𝑊 𝑛

𝑧 ) − 𝑣𝑛+1
𝑧 + 𝑣𝑛

𝑧
2 (𝑊 𝑛+1

𝑦 − 𝑊 𝑛
𝑦 ))]

− 1
4√

𝛽
𝑣5 [(𝑣𝑛+1

𝑥 + 𝑣𝑛
𝑥)(𝑊 𝑛+1

𝑥 − 𝑊 𝑛
𝑥 ) + 2(𝑣𝑛+1

𝑦 + 𝑣𝑛
𝑦)(𝑊 𝑛+1

𝑦 − 𝑊 𝑛
𝑦 )] ,

(3.21)
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令 𝐽 − = 𝐽 −1，给定初值 𝑣0 = (𝑣0
𝑥, 𝑣0

𝑦, 𝑣0
𝑧)，根据迭代式 [74-76]

v𝑛+1 = v𝑛 − 𝐽 −g(v𝑛) , (3.22)

来得到 (𝑣𝑛+1
𝑥 , 𝑣𝑛+1

𝑦 , 𝑣𝑛+1
𝑧 )，反复迭代，直到 𝑣𝑛+1 与 𝑣𝑛 的误差小于给定精度。由此

得到每时间步 Stratonovich SDE的数值解。

3.2 采⽤分裂法处理外场
当存在复杂外场时，采⽤传统算法来计算 Stratonovich SDE可能会因为数值

误差积累而使算法不具有⻓期的稳定性。为了改善数值算法的稳定性，采⽤分裂
法的思想，将系统分为多个⼦系统，再采⽤数值算法分别求解每个⼦系统 [9,80-81]。
ISSDE主要要求解的⽅程为

⎧⎪
⎨
⎪⎩

dx = vd𝑡 ,

dv = 𝑞
𝑚Ed𝑡 + 𝑞

𝑚v × Bd𝑡 + a𝑐d𝑡 .
(3.23)

其中 a𝑐 为由碰撞引起的加速度，对于 Lorentzian等离⼦体

a𝑐𝐿d𝑡 = −𝑚𝑎
𝑚𝑏

𝛤𝑎𝑛𝑏
v
v3 𝑑𝑡 − 𝛺(v)v × [v × 𝑑W] , (3.24)

对Maxwellian等离⼦体

a𝑐𝑀d𝑡 = [−𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
ṽ𝑎

𝒩 ′

+ [ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
ṽ2

𝑎
]ṽ𝑎dt

+ 𝒩 1/2dW − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) ṽ𝑎 × (ṽ𝑎 × dW)
ṽ2

𝑎
. (3.25)

同样可以写成
⎧⎪
⎨
⎪⎩

dx
d𝑡 = v ,
dv
d𝑡 = 𝑞

𝑚E + 𝑞
𝑚v × B + a𝑐 .

(3.26)

根据分裂法的思想，可以将⽅程看成⼀个⽮量场 F(x, v)，则有

F(x, v) =
[

v
0 ]

+
[

0
𝑞
𝑚E ]

+
[

0
𝑞
𝑚v × B ]

+
[

0
a𝑐 ]

, (3.27)

因此，可以将上述系统分为 4个⼦系统，然后分别求解，这些⼦系统分别为

𝜙𝐹1
𝑡 ∶

⎧⎪
⎨
⎪⎩

x(𝑡) = x0 + 𝑡v0 ,

v(𝑡) = v0 ,
(3.28)
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𝜙𝐹2
𝑡 ∶

⎧⎪
⎨
⎪⎩

x(𝑡) = x0 ,

v(𝑡) = v0 + 𝑡𝑞E(x0)/𝑚 ,
(3.29)

𝜙𝐹3
𝑡 ∶

⎧⎪
⎨
⎪⎩

x(𝑡) = x0 + 𝑡v0 ,

v(𝑡) = exp(−𝑡 𝑞
𝑚B̂(x0))v0 ,

(3.30)

其中

B̂(x) =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −𝐵3(x) 𝐵2(x)
𝐵3(x) 0 −𝐵1(x)

−𝐵2(x) 𝐵1(x) 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, (3.31)

𝜙𝐹4
𝑡 ∶

⎧⎪
⎨
⎪⎩

x(𝑡) = x0 ,

∫ dv = ∫ a𝑐d𝑡 .
(3.32)

这样做的主要⽬的是，对于确定性的部分，我们可以采⽤保体积的算法来计算，
而随机的部分，也就是 𝜙𝐹4

𝑡 ，依旧采⽤ Newton-Raphson⽅法和拟⽜顿⽅法进⾏计
算。当随机扰动可以忽略时，整个随机算法是保结构的。为了类似于 Boris算法，
构造隐式中点格式的⼆阶算法，我们可以采⽤这样的组合

𝐺2
ℎ = 𝜙𝐹1

ℎ/2 ∘ 𝜙𝐹2
ℎ/2 ∘ 𝜙𝐹4

ℎ/2 ∘ 𝜙𝐹3
ℎ ∘ 𝜙𝐹4

ℎ/2 ∘ 𝜙𝐹2
ℎ/2 ∘ 𝜙𝐹1

ℎ/2 , (3.33)

然后对各个部分分别计算。当没有碰撞部分影响时，退化到

𝐺2
ℎ = 𝜙𝐹1

ℎ/2 ∘ 𝜙𝐹2
ℎ/2 ∘ 𝛷𝐹3

ℎ ∘ 𝜙𝐹2
ℎ/2 ∘ 𝜙𝐹1

ℎ/2 , (3.34)

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

x𝑘+ 1
2

= x𝑘 + ℎ
2v𝑘 ,

v− = v𝑘 + ℎ𝑞
2𝑚E𝑘+ 1

2
,

v+ = v− + ℎ𝑞
2𝑚B𝑘+ 1

2
× (v− + v+) ,

v𝑘+1 = v+ + ℎ𝑞
2𝑚E𝑘+ 1

2
,

x𝑘+1 = x𝑘+ 1
2

+ ℎ
2v𝑘+1 .

(3.35)

x𝑘+1 = x𝑘 + ℎ
2 (v𝑘 + v𝑘+1) , (3.36)
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v𝑘+1 = (I − ℎ𝑞
2𝑚B̂𝑘+ 1

2
)−1(I + ℎ𝑞

2𝑚B̂𝑘+ 1
2
)(v𝑘+ 1

2
+ ℎ𝑞

2𝑚E𝑘+ 1
2
) + ℎ𝑞

2𝑚E𝑘+ 1
2

= (I − ℎ𝑞
2𝑚B̂𝑘+ 1

2
)−1(I + ℎ𝑞

2𝑚B̂𝑘+ 1
2
)v𝑘

+ (I − ℎ𝑞
2𝑚B̂𝑘+ 1

2
)−1(I + ℎ𝑞

2𝑚B̂𝑘+ 1
2
) ℎ𝑞
2𝑚E𝑘+ 1

2
+ ℎ𝑞

2𝑚E𝑘+ 1
2

= (I − ℎ𝑞
2𝑚B̂𝑘+ 1

2
)−1(I + ℎ𝑞

2𝑚B̂𝑘+ 1
2
)b𝑘

+ (I − ℎ𝑞
2𝑚B̂𝑘+ 1

2
)−1[(I + ℎ𝑞

2𝑚B̂𝑘+ 1
2
) + (I − ℎ𝑞

2𝑚B̂𝑘+ 1
2
)] ℎ𝑞

2𝑚E𝑘+ 1
2

= (I − ℎ𝑞
2𝑚B̂𝑘+ 1

2
)−1(I + ℎ𝑞

2𝑚B̂𝑘+ 1
2
)v𝑘 + (I − ℎ𝑞

2𝑚B̂𝑘+ 1
2
)−1 ℎ𝑞

𝑚 E𝑘+ 1
2

. (3.37)

其中

B̂𝑘+ 1
2

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −𝐵3
𝑘+ 1

2
𝐵2

𝑘+ 1
2

𝐵3
𝑘+ 1

2
0 −𝐵1

𝑘+ 1
2

−𝐵2
𝑘+ 1

2
𝐵1

𝑘+ 1
2

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (3.38)

使⽤蛙跳法，令 x𝑘 ≈ x(𝑘ℎ)以及 v𝑘 ≈ v(𝑘ℎ − ℎ
2 )，因此有

⎧⎪
⎨
⎪⎩

x𝑘+1 = x𝑘 + ℎv𝑘+1 ,

v𝑘+1 = (I − ℎ𝑞
2𝑚B̂𝑘)−1(I + ℎ𝑞

2𝑚B̂𝑘)v𝑘 + (I − ℎ𝑞
2𝑚B̂𝑘)−1 ℎ𝑞

𝑚 E𝑘 ,
(3.39)

即为 Boris算法。采⽤ Boris算法计算带电粒⼦在 Tokamak场中运动如图3.2，其
在极向⾯的投影为图3.3。

图 3.2 采⽤ Boris算法计算带电粒⼦在 Tokamak场中的运动

对于具有碰撞项的⽅程，采⽤分裂法进⾏处理，如果确定性部分采⽤保结构
算法，而碰撞部分采⽤传统算法，系统的耗散主要来源于碰撞部分和由于分裂法
而产⽣的误差。在同⼀个时间步中，确定性部分是保持算法结构的，而随机部分
改变了算法的结构，但下⼀步时，确定性部分保持算法结构即保持了现在确定性
部分以及上⼀步碰撞部分对算法结构的改变，而碰撞部分进⼀步改变算法的结
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图 3.3 采⽤ Boris算法计算带电粒⼦在 Tokamak场中的运动在极向⾯的投影

构。最终的结果为确定性部分⼀直是由保结构算法保持算法结构的，而耗散部
分，对算法保结构的改变都体现在碰撞部分。
对于含碰撞部分的系统，构造的分裂法为

𝐺2
ℎ = 𝜙𝐹1

ℎ/2 ∘ 𝜙𝐹2
ℎ/2 ∘ 𝜙𝐹4

ℎ/2 ∘ 𝜙𝐹3
ℎ ∘ 𝜙𝐹4

ℎ/2 ∘ 𝜙𝐹2
ℎ/2 ∘ 𝜙𝐹1

ℎ/2 , (3.40)

写为分量的形式有

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

x𝑘+ 1
2

= x𝑘 + ℎ
2v𝑘 ,

v− = v𝑘 + ℎ𝑞
2𝑚E𝑘+ 1

2
,

v∗ = v− + ∫(𝑘+ 1
2 )ℎ

𝑘ℎ a𝑐(v−)d𝑡 ,

v+ = v∗ + ℎ𝑞
2𝑚B𝑘+ 1

2
× (v∗ + v+) ,

v# = v+ + ∫(𝑘+1)ℎ
(𝑘+ 1

2 )ℎ a𝑐(v+)d𝑡 ,

v𝑘+1 = v# + ℎ𝑞
2𝑚E𝑘+ 1

2
,

x𝑘+1 = x𝑘+ 1
2

+ ℎ
2v𝑘+1 .

(3.41)
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同样的使⽤蛙跳法，令 x𝑘 ≈ x(𝑘ℎ)以及 v𝑘 ≈ v(𝑘ℎ − ℎ
2 )，则有

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

x𝑘+1 = x𝑘 + ℎv𝑘+1 ,

v− = v𝑘 + ℎ𝑞
2𝑚E𝑘 ,

v∗ = v− + ∫(𝑘+ 1
2 )ℎ

𝑘ℎ a𝑐(v−)d𝑡 ,

v+ = (I − ℎ𝑞
2𝑚B̂𝑘)−1(I + ℎ𝑞

2𝑚B̂𝑘)v∗ ,

v# = v+ + ∫(𝑘+1)ℎ
(𝑘+ 1

2 )ℎ a𝑐(v+)d𝑡 ,

v𝑘+1 = v# + ℎ𝑞
2𝑚E𝑘 ,

(3.42)

3.3 ⽜顿迭代与拟⽜顿法
当碰撞项较为简单时，离散⽅程也较为简单，采⽤⽜顿⽅法进⾏求解时迭

代的 Jacobian矩阵也较为简单。对于 Lorentzian等离⼦体情况就是如此。而对于
背景等离⼦分布为 Maxwellian分布时，离散⽅程就变得复杂起来，⽬标函数的
Jacobian矩阵就会出现稀疏性，奇异性或者病态等问题，此时迭代的稳定性很差。
为了克服这个问题，使对于更⼀般情况下 ISSDE也能够更好的计算，我们引⼊ 4
种可以替换的拟⽜顿⽅法来替换⽜顿⽅法。

3.3.1 ⾮线性⽅程组解法——⽜顿法
⽜顿法⼜称为 Newton-Raphson法，是⽤于求解⾮线性问题的典型⽅法，它

是⼀个通过⽣成⼀系列不断靠近我们想要的解的点的迭代过程。在教学上可以
说通过将 𝑓(𝑥)写为在当前时刻近似估计 𝑥𝑐 处的泰勒展开来获得的⽅法。⽜顿法
也可以简单而⾃然的有⽜顿定理得出 [82]

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥𝑐) +
𝑥

∫
𝑥𝑐

𝑓 ′(𝑧)d𝑧 . (3.43)

将不定积分作如下定义是合理的
𝑥

∫
𝑥𝑐

𝑓 ′(𝑧)d𝑧 ≈ 𝑓 ′(𝑥𝑐)(𝑥 − 𝑥𝑐) . (3.44)

当只有⼀个变量时称为切线法，而存在多个变量则需要采⽤⽬标函数的 Jocobi
矩阵对⾮线性⽅程组的解进⾏迭代。相⽐于切线法，对于单变量，拟⽜顿法采⽤
割线法，对于多变量⽤近似矩阵趋近 Jocobi矩阵，然后对⾮线性⽅程组进⾏迭
代求解。⽜顿法为平⽅收敛，⾃矫正误差不会传递。但是求导过程较为复杂，并
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且赋值后的 Jocobi矩阵可能会稀疏性，奇异性或者病态等问题，导致数值不稳
定性。拟⽜顿法的收敛速度介于直线收敛之间，速度会慢于⽜顿法，但是稳定性
很⾼。割线法有很多种，2点割线法，n点割线法，n+1点割线法（n是⽅程的个
数），其中 n+1点割线法的效率是最⾼的。拟⽜顿法具有 n+1点割线法的效率，
同时具备很⾼的稳定性。
对于给定的⼀个 𝑛 × 𝑛的⾮线性⽅程组

F(𝑥) = [𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), ⋯ , 𝑓𝑛(𝑥)]𝑇 = 0 , (3.45)

对应的 Jocobi矩阵为

F′(x) =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

∂𝑓1
∂𝑥1

∂𝑓1
∂𝑥2

⋯ ∂𝑓1
∂𝑥𝑛

∂𝑓2
∂𝑥1

∂𝑓2
∂𝑥2

⋯ ∂𝑓2
∂𝑥𝑛

⋮ ⋮ ⋮
∂𝑓𝑛
∂𝑥1

∂𝑓𝑛
∂𝑥2

⋯ ∂𝑓𝑛
∂𝑥𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (3.46)

对于⽜顿法，𝑥0给定，然后进⾏迭代
x𝑘+1 = x𝑘 − [F′(x𝑘)]−1F(x𝑘) . (3.47)

令 𝐴𝑘 = F′(x𝑘)，则原式为
x𝑘+1 = x𝑘 − 𝐴−1

𝑘 F(x𝑘) , (3.48)

3.3.2 拟⽜顿法数值⽅法的介绍
拟⽜顿法的基本思路是不断⽤⼀个低秩矩阵对 𝐴𝑘进⾏修正，低秩矩阵不同

得到的⽅法也不同。拟⽜顿法主要⽤来解决两类问题，⼀是 𝑛个⽅程 𝑛个未知
数的系统，⼆是⾮约束函数的最小值问题。拟⽜顿法解决这两类问题时主要的
不同在于⽣成的近似导数矩阵不同，对于⾮线性问题，采⽤的是 Jacobian矩阵，
即⽬标函数的⼀阶导矩阵，对于⾮约束最小值问题，采⽤的是 Hessian矩阵，即
⽬标函数的⼆阶导矩阵。对于⾮约束最小值问题求解的拟⽜顿法，其种类是很
多的，并且随着机器学习等学科的兴起而不断的增加，但是这些⽅法之间的关
系并不是⼗分清楚的 [83]。而对于⾮线性⽅程求解的拟⽜顿⽅程，主要采⽤的是
Broyden⽅法 (1965) [77]，而对于⾮约束最小值问题，则采⽤ Powell对称形式的
Broyden⽅法 [84]，Davidon-Fletcher-Powell(DFP) [85-86] ⽅法以及 Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno(BFGS)⽅法 [78,87-89]。下⾯我们介绍 4种拟⽜顿⽅法的迭代表达
式。

(a). Broyden⽅法是秩为 1的算法 [77]

⎧⎪
⎨
⎪⎩

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝐵−1
𝑘 F(x𝑘) ,

𝐵𝑘+1 = 𝐵𝑘 + (y𝑘−𝐵𝑘s𝑘)(s𝑘)𝑇

(s𝑘)𝑇 s𝑘
,

(3.49)
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这⾥𝐵表⽰的是⽬标函数的⼀阶导矩阵，即 Jacobian矩阵，其中 s𝑘 = x𝑘+1−x𝑘, y𝑘 =
F(x𝑘+1) − F(x𝑘)。⽅程 (3.49)中要求线性系统 𝐵𝑘s𝑘 = −F(x𝑘)的解，这个要求是⽐
较难解的。为了克服这个困难，可以通过 Sherman和Morrison的理论来解决 [90]。
该理论得出这样⼀个定理：
定理 3.1 令 u, v ∈ ℝ𝑛并假设 𝐴 ∈ 𝐿(ℝ𝑛)是⾮奇异的，那么 𝐴 + uv𝑇 是⾮奇

异的当且仅当 𝜎 = 1 + v𝑇 𝐴−1u ≠ 0.如果 𝜎 ≠ 0，那么

(𝐴 + uv𝑇 )−1 = 𝐴−1 − (1/𝜎)𝐴−1uv𝑇 𝐴−1 . (3.50)

根据这⼀条定理，⽅程 (3.49) 可以写成不含求逆项的⽅程，或者在实际迭
代过程中只需要⼀次求逆的迭代表达式。令 𝐻𝑘+1 = 𝐵−1

𝑘+1, 𝐻𝑘 = 𝐵−1
𝑘 ，根据⽅程

(3.49)的第⼆式以及⽅程 (3.50)，我们可以得到

𝐵−1
𝑘+1 = (𝐵𝑘 + (y𝑘 − 𝐵𝑘s𝑘)(s𝑘)𝑇

(s𝑘)𝑇 s𝑘 )

−1

= 𝐵−1
𝑘 − (1/𝜎)𝐵−1

𝑘
(y𝑘 − 𝐵𝑘s𝑘)(s𝑘)𝑇

(s𝑘)𝑇 s𝑘
𝐵−1

𝑘 ,

其中
𝜎 = 1 + s𝑇

𝑘 𝐵−1
𝑘

y𝑘 − 𝐵𝑘s𝑘
s𝑇

𝑘 s𝑘
.

则有

𝐵−1
𝑘+1 = 𝐵−1

𝑘 −
𝐵−1

𝑘 (y𝑘 − 𝐵𝑘s𝑘)s𝑇
𝑘 𝐵−1

𝑘

(1 + s𝑇
𝑘 𝐵−1

𝑘
y𝑘−𝐵𝑘s𝑘
s𝑇

𝑘 s𝑘
)s𝑇

𝑘 s𝑘

= 𝐵−1
𝑘 +

(s𝑘 − 𝐵𝑘y𝑘)s𝑇
𝑘 𝐵−1

𝑘

s𝑇
𝑘 𝐵−1

𝑘 y𝑘
.

因此可以得到改进的 Broyden表达式

⎧⎪
⎨
⎪⎩

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝐻𝑘F(x𝑘) ,

𝐻𝑘+1 = 𝐻𝑘 + (s𝑘−𝐻𝑘y𝑘)(s𝑘)𝑇 𝐻𝑘
(s𝑘)𝑇 𝐻𝑘y𝑘

.
(3.51)

对于⾮约束最小值问题，采⽤的是 Hessian矩阵，因此，以下 𝐵代表的是⽬
标函数的⼆阶导矩阵，即 Hessian矩阵。

(b). Powell对称形式的 Broyden⽅法是⼀个秩为 2的算法 [84]，是⼀个具有对
称性的算法

⎧⎪
⎨
⎪⎩

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝐵−1
𝑘 F(x𝑘) ,

𝐵𝑘+1 = 𝐵𝑘 + (y𝑘−𝐵𝑘s𝑘)s𝑇
𝑘 +s𝑘(y𝑘−𝐵𝑘s𝑘)𝑇

s𝑇
𝑘 s𝑘

− (y𝑘−𝐵𝑘s𝑘)𝑇 s𝑘s𝑘s𝑇
𝑘

[(s𝑘)𝑇 s𝑘]2 .
(3.52)
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(c). Davidon-Fletcher-Powell(DFP)⽅法 [85-86]

⎧⎪
⎨
⎪⎩

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝐵−1
𝑘 F(x𝑘) ,

𝐵𝑘+1 = 𝐵𝑘 + (y𝑘−𝐵𝑘s𝑘)y𝑇
𝑘 +y𝑘(y𝑘−𝐵𝑘s𝑘)𝑇

y𝑇
𝑘 s𝑘

− (y𝑘−𝐵𝑘s𝑘)𝑇 s𝑘y𝑘y𝑇
𝑘

[(y𝑘)𝑇 s𝑘]2 .
(3.53)

在对称性的基础上，还具有继承正定性，即当 𝐵𝑘为正定的时候，𝐵𝑘+1也为正定
的。即如果令𝐻𝑘 = 𝐵−1

𝑘 ，可以得到改进的 DFP⽅法

⎧⎪
⎨
⎪⎩

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝐻𝑘F(x𝑘) ,

𝐻𝑘+1 = 𝐻𝑘 + s𝑘s𝑇
𝑘

s𝑇
𝑘 y𝑘

− 𝐻𝑘y𝑘y𝑇
𝑘 𝐻𝑘

(y𝑘)𝑇 𝐻𝑘y𝑘
.

(3.54)

(d). BFGS(Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno)⽅法 [78,87-89]

⎧⎪
⎨
⎪⎩

x𝑘+1 = x𝑘 − 𝐻𝑘F(x𝑘) ,

𝐻𝑘+1 = (𝐼 − s𝑘y𝑇
𝑘

y𝑇
𝑘 s𝑘

)𝐻𝑘(𝐼 − y𝑘s𝑇
𝑘

y𝑇
𝑘 s𝑘

) + s𝑘s𝑇
𝑘

y𝑇
𝑘 s𝑘

.
(3.55)

BFGS⽅法⼜称为互补 DFP⽅法。BFGS⽅法的更新矩阵 𝐻̄𝐵𝐹 𝐺𝑆 和 DFP⽅法的
更新矩阵 𝐻̄𝐷𝐹 𝑃 满⾜关系式

𝐻̄𝐵𝐹 𝐺𝑆 = 𝐻̄𝐷𝐹 𝑃 + vv𝑇 , (3.56)

其中
v = (y𝑇 𝐻y)1/2[ s

s𝑇 y − 𝐻y
y𝑇 𝐻y] , (3.57)

3.4 随机 Runge-Kutta法计算碰撞部分
作为与分裂法下隐式中点格式算法的对⽐，我们来介绍随机 Runge-Kutta

⽅法下的碰撞算法。并将随机 Runge-Kutta 算法应⽤于 Lorentzian 等离⼦体和
Maxwellian 等离⼦体下 Stratonovich SDE 的求解。下⾯我们将简要介绍随机
Runge-Kutta 算法，更详细的内容可以参考附录A。然后得到 Stratonovich SDE
在四级随机 Runge-Kutta⽅法下的迭代表达式。

3.4.1 随机 Runge-Kutta⽅法的基本介绍
Runge-Kutta ⽅法将区间 (𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) 上若⼲条积分曲线在若⼲个点上的切线

斜率进⾏加权平均，产⽣新的斜率，并按照斜率从 (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) 出发，沿直线到达
(𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1)，不断迭代直到得到⽅程的数值近似解。Runge-Kutta⽅法与 Taylor⽅
法相⽐不⽤增加导数次数就可以得到较⾼的收敛阶数 [91]。⾼阶随机 Runge-Kutta
⽅法构造的基本思路是⾸先将随机微分⽅程的解析解和 Runge-Kutta数值解分别
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做随机 Taylor展开，再根据 Runge-Kutta⽅法的阶条件确定 Runge-Kutta⽅法中
的各个系数。对于随机微分⽅程

d𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑦(𝑡))d𝑡 + 𝑔(𝑦(𝑡)) ∘ d𝑊 (𝑡), 𝑦(𝑡0) = 𝑦0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] , (3.58)

其中 𝑓(𝑦(𝑡))和 𝑔(𝑦(𝑡))为摩擦系数和扩散系数，𝑊 (𝑡)表⽰Wiener过程，这⾥我
们采⽤的是 Stratonovich积分符号，表⽰我们采⽤了 Stratonovich积分。由⽅程
(3.58) 构造⾼阶随机数值算法的难点在于 1. ⾼阶随机积分的近似很难计算。2.
𝑓(𝑦(𝑡))和 𝑔(𝑦(𝑡))这两个系数函数的导数很难计算。采⽤阶条件确定 Runge-Kutta
⽅法系数来构造⾼阶 Runge-Kutta⽅法的复杂度主要是由随机 Taylor展开以及随
机 Taylor展开中多重随机积分带来的，参⻅附录A.1。对于 Stratonovich多重积
分可以采⽤ Mathematica来计算，计算⽅法如附录A.2。而采⽤多⾊有根树理论
可以对随机 Taylor展开以及多重随机积分进⾏化简，对多⾊有根树理论可以参
考附录A.3。通过⽐较随机微分⽅程解析解和随机 Runge-Kutta⽅法 Taylor展开
的式⼦，可以得到随机 Runge-Kutta⽅法的阶条件。反过来，根据阶条件所规定
的微分⽅程解析解和数值解的关系，我们可以确定随机 Runge-Kutta⽅法的系数。
我们在附录A.4中介绍了 3 种强 1.5 阶 Runge-Kutta ⽅法，这些⽅法都可以⽤于
Stratonovich SDE中碰撞部分的计算。

3.4.2 随机 Runge-Kutta算法在碰撞算法中的应⽤
根据上⾯随机 Runge-Kutta算法的介绍，针对碰撞部分，我们可以构造对应

的随机 Runge-Kutta算法。Lorentzian等离⼦体的基本⽅程为拓展到有外场情况，
有

𝑑v𝑎 = −𝑚𝑎
𝑚𝑏

𝛤𝑎𝑛𝑏
v
v3 𝑑𝑡 − 𝛺(v)v × [v × 𝑑W] + F𝐿𝑑𝑡

𝑚𝑎
, (3.59)

式中 F𝐿为洛伦兹⼒，𝛺(v) = √
𝛤𝑎𝑛𝑏
|v5|。由于 𝑚𝑒 ≪ 𝑚𝑖，即 𝑚𝑎 ≪ 𝑚𝑏, 𝑚𝑎/𝑚𝑏 ≈ 0

𝛤𝑎 =
𝑧2

𝑎𝑧2
𝑏𝑒4

4𝜋𝜀2
0𝑚2

𝑎
ln𝛬, (3.60)

对于碰撞部分有

⎧⎪
⎨
⎪⎩

dv𝑎 = −𝑚𝑎
𝑚𝑏

𝛤𝑎𝑛𝑏
v
v3dt − 𝛺(v)v × (v × dW) ,

dx = vdt ,
(3.61)

因为速度分量是与坐标解耦的，因此可以直接演化速度分量。其速度演化⽅程写
为⼀般形式

𝑑v𝑎 = f(v)𝑑𝑡 + g(v)dW ,
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将速度写为分量形式得
⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

d𝑣𝑥 = −𝑚𝑎
𝑚𝑏

𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑣𝑥
v3 dt − 𝛺(𝑣)[𝑣𝑦(𝑣𝑥d𝑊𝑦 − 𝑣𝑦d𝑊𝑥)

−𝑣𝑧(𝑣𝑧d𝑊𝑥 − 𝑣𝑥d𝑊𝑧)] ,

d𝑣𝑦 = −𝑚𝑎
𝑚𝑏

𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑣𝑦
v3 dt − 𝛺(𝑣)[𝑣𝑧(𝑣𝑦d𝑊𝑧 − 𝑣𝑧d𝑊𝑦)

−𝑣𝑥(𝑣𝑥d𝑊𝑦 − 𝑣𝑦d𝑊𝑥)] ,

d𝑣𝑧 = −𝑚𝑎
𝑚𝑏

𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑣𝑧
v3 dt − 𝛺(𝑣)[𝑣𝑥(𝑣𝑧d𝑊𝑥 − 𝑣𝑥d𝑊𝑧)

−𝑣𝑦(𝑣𝑦d𝑊𝑧 − 𝑣𝑧d𝑊𝑦)] ,

(3.62)

令 𝑦1 = v𝑥, 𝑦2 = v𝑦, 𝑦3 = v𝑧，，v = √𝑦2
1 + 𝑦2

2 + 𝑦2
3，则有

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

d𝑦1 = −𝑚𝑎
𝑚𝑏

𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑦1
v3dt − 𝛺(v)[𝑦2(𝑦1d𝑊𝑦 − 𝑦2d𝑊𝑥)

−𝑦3(𝑦3d𝑊𝑥 − 𝑦1d𝑊𝑧)] ,

d𝑦2 = −𝑚𝑎
𝑚𝑏

𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑦2
v3dt − 𝛺(v)[𝑦3(𝑦2d𝑊𝑧 − 𝑦3d𝑊𝑦)

−𝑦1(𝑦1d𝑊𝑦 − 𝑦2d𝑊𝑥)] ,

d𝑦3 = −𝑚𝑎
𝑚𝑏

𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑦3
v3dt − 𝛺(v)[𝑦1(𝑦3d𝑊𝑥 − 𝑦1d𝑊𝑧)

−𝑦2(𝑦2d𝑊𝑧 − 𝑦3d𝑊𝑦)] ,

(3.63)

将⽅程 (3.63)写为Wiener过程系数形式有

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

d𝑦1 = −𝑚𝑎
𝑚𝑏

𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑦1
v3dt − 𝛺(v)[(−𝑦2

2 − 𝑦2
3)𝑑𝑊𝑥 + 𝑦2𝑦1𝑑𝑊𝑦

+𝑦3𝑦1d𝑊𝑧] ,

d𝑦2 = −𝑚𝑎
𝑚𝑏

𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑦2
v3dt − 𝛺(v)[𝑦1𝑦2𝑑𝑊𝑥 + (−𝑦2

3 − 𝑦2
1)𝑑𝑊𝑦

+𝑦2𝑦3d𝑊𝑧] ,

d𝑦3 = −𝑚𝑎
𝑚𝑏

𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑦3
v3dt − 𝛺(v)[𝑦1𝑦3d𝑊𝑥 + 𝑦2𝑦3𝑑𝑊𝑦

+(−𝑦2
2 − 𝑦2

1)d𝑊𝑧] ,

(3.64)

即
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑓1 = −𝑚𝑎
𝑚𝑏

𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑦1
v3 ,

𝑓2 = −𝑚𝑎
𝑚𝑏

𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑦2
v3

𝑓3 = −𝑚𝑎
𝑚𝑏

𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑦3
v3

g(v) = −𝛺(v)
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

(−𝑦2
2 − 𝑦2

3) 𝑦1𝑦2 𝑦1𝑦3

𝑦1𝑦2 (−𝑦2
3 − 𝑦2

1) 𝑦2𝑦3

𝑦1𝑦3 𝑦2𝑦3 (−𝑦2
2 − 𝑦2

1)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

,
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对多维 Runge-Kutta⽅法有

Y𝑖 = y𝑛 + ℎ
𝑖−1

∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗f(𝑌𝑗) +
𝑖−1

∑
𝑗=1

𝑔(Y𝑗)(𝑏
(1)
𝑖𝑗 J1 + 𝑏(2)

𝑖𝑗
J10
ℎ ), 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑠 , (3.65)

y𝑛+1 = y𝑛 + ℎ
𝑠

∑
𝑗=1

𝛼𝑗f(𝑌𝑗) +
𝑠

∑
𝑗=1

𝑔(Y𝑗)(𝛾
(1)
𝑗 J1 + 𝛾 (2)

𝑗
J10
ℎ ) . (3.66)

J10是由 J1累计计算而得的，因此，对于时间步为 ℎ，𝑔1 ∼ 𝑁(0, 1)，𝑔2 ∼ 𝑁(0, 1)
时，有

J1 = √ℎg1, g1 ∼ 𝑁(0, 1) ,
J10
ℎ = √ℎ

2 (g1 + g2

√3
), g1 ∼ 𝑁(0, 1), g2 ∼ 𝑁(0, 1) . (3.67)

我们需要求解的是 3 维 3 Wiener 过程的 4 级 Runge-Kutta ⽅法，将⽅程 (3.65)-
(3.66)展开得

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

Y1 = y𝑛 ,

Y2 = y𝑛 + ℎ𝑎21f(Y1) + 𝑔(Y1)(𝑏(1)
21 J1 + 𝑏(2)

21
J10
ℎ ) ,

Y3 = y𝑛 + ℎ𝑎31f(Y1) + ℎ𝑎32f(Y2) + 𝑔(Y1)(𝑏(1)
31 J1 + 𝑏(2)

31
J10
ℎ )

+𝑔(Y2)(𝑏(1)
32 J1 + 𝑏(2)

32
J10
ℎ ) ,

Y4 = y𝑛 + ℎ𝑎41f(Y1) + ℎ𝑎42f(Y2) + ℎ𝑎43f(Y3)+

+𝑔(Y1)(𝑏(1)
41 J1 + 𝑏(2)

41
J10
ℎ ) + 𝑔(Y2)(𝑏(1)

42 J1 + 𝑏(2)
42

J10
ℎ )

+𝑔(Y3)(𝑏(1)
43 J1 + 𝑏(2)

43
J10
ℎ ) ,

y𝑛+1 = y𝑛 + ℎ ∑𝑠
𝑗=1 𝛼𝑗f(Y𝑗) + ∑𝑠

𝑗=1 𝑔(Y𝑗)(𝛾
(1)
𝑗 J1 + 𝛾 (2)

𝑗
J10
ℎ ) .

(3.68)

对⽆外场Maxwellian等离⼦体的基本⽅程，有

dv = [−𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
ṽ𝑎

𝒩 ′

+ [ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
ṽ2

𝑎
]ṽ𝑎dt

+ 𝒩 1/2dW − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) ṽ𝑎 × (ṽ𝑎 × dW)
ṽ2

𝑎
. (3.69)

其中
ℳ = 𝛤𝑎𝑛𝑏

1
√2v𝑇 𝑏

𝛷(𝜂) − 𝛹(𝜂)
𝜂 , (3.70)
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𝒩 = 2𝛤𝑎𝑛𝑏
1

√2v𝑇 𝑏

𝛹(𝜂)
𝜂 , (3.71)

ℳ′ = 𝛤𝑎𝑛𝑏
1

2v2
𝑇 𝑏

1
𝜂2 [3𝛹(𝜂) − 𝛷(𝜂)] , (3.72)

𝒩 ′ = 2𝛤𝑎𝑛𝑏
1

2v2
𝑇 𝑏

𝛷(𝜂) − (2𝜂2 + 3)𝛹(𝜂)
𝜂2 , (3.73)

𝛷(𝑥) = 2
√𝜋

𝑥

∫
0

𝑒−𝑦2𝑑𝑦 . (3.74)

𝛷′(𝑥) = 2
√𝜋

𝑒−𝑥2 , (3.75)

𝛹(𝜂) = −1
2
d(𝛷(𝜂)/𝜂)

d𝜂
= 1

2
1
𝜂2 𝛷(𝜂) − 1

2
1
𝜂 𝛷′(𝜂) , (3.76)

𝜂 = ṽ𝑎

√2v𝑇 𝑏

, (3.77)

ṽ𝑎 = |v𝑎 − v̄| , (3.78)

将⽅程 (3.69)写成分量形式得

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

dvax = {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
ṽ𝑎

𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
ṽ2

𝑎
}ṽ𝑎𝑥dt

+𝒩 1/2dW𝑥 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) 1
ṽ2

𝑎
[ṽ𝑎𝑦(ṽ𝑎𝑥dWy − ṽ𝑎𝑦dWx)

−ṽ𝑎𝑧(ṽ𝑎𝑧dWx − ṽ𝑎𝑥dW𝑧)] ,

dvay = {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
ṽ𝑎

𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
ṽ2

𝑎
}ṽ𝑎𝑦dt

+𝒩 1/2dW𝑦 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) 1
ṽ2

𝑎
[ṽ𝑎𝑧(ṽ𝑎𝑦dWz − ṽ𝑎𝑧dWy)

−ṽ𝑎𝑥(ṽ𝑎𝑥dWy − ṽ𝑎𝑦dW𝑥)] ,

dv𝑎𝑧 = {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
ṽ𝑎

𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
ṽ2

𝑎
}ṽ𝑎𝑧dt

+𝒩 1/2dW𝑧 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) 1
ṽ2

𝑎
[ṽ𝑎𝑥(ṽ𝑎𝑧dWx − ṽ𝑎𝑥dWz)

−ṽ𝑎𝑦(ṽ𝑎𝑦dWz − ṽ𝑎𝑧dW𝑦)] ,

(3.79)
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令 𝑦𝑎1 = v𝑎𝑥, 𝑦𝑎2 = v𝑎𝑦, 𝑦𝑎3 = v𝑎𝑧，𝑦1 = ṽ𝑎𝑥, 𝑦2 = ṽ𝑎𝑦, 𝑦3 = ṽ𝑎𝑧，v = √𝑦2
1 + 𝑦2

2 + 𝑦2
3，

则有

⎧⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

d𝑦𝑎1 = {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
v𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
v2 }𝑦1dt

+𝒩 1/2dW𝑥 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2)[(−𝑦2
2 − 𝑦2

3)𝑑𝑊𝑥 + 𝑦2𝑦1𝑑𝑊𝑦

+𝑦3𝑦1d𝑊𝑧] ,

d𝑦𝑎2 = {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
v𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
v2 }𝑦2dt

+𝒩 1/2dW𝑦 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) 1
v2 [𝑦1𝑦2𝑑𝑊𝑥 + (−𝑦2

3 − 𝑦2
1)𝑑𝑊𝑦

+𝑦2𝑦3d𝑊𝑧] ,

d𝑦𝑎3 = {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
v𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
v2 }𝑦3dt

+𝒩 1/2dW𝑧 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) 1
v2 [𝑦1𝑦3d𝑊𝑥 + 𝑦2𝑦3𝑑𝑊𝑦

+(−𝑦2
2 − 𝑦2

1)d𝑊𝑧] ,

(3.80)

将⽅程 (3.80)写成Wiener过程系数形式，有

⎧⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

d𝑦𝑎1 = {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
v𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
v2 }𝑦1dt

+𝒩 1/2dW𝑥 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2)[(−𝑦2
2 − 𝑦2

3)𝑑𝑊𝑥 + 𝑦2𝑦1𝑑𝑊𝑦

+𝑦3𝑦1d𝑊𝑧] ,

d𝑦𝑎2 = {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
v𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
v2 }𝑦2dt

+𝒩 1/2dW𝑦 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) 1
v2 [𝑦1𝑦2𝑑𝑊𝑥 + (−𝑦2

3 − 𝑦2
1)𝑑𝑊𝑦

+𝑦2𝑦3d𝑊𝑧] ,

d𝑦𝑎3 = {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
v𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
v2 }𝑦3dt

+𝒩 1/2dW𝑧 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) 1
v2 [𝑦1𝑦3d𝑊𝑥 + 𝑦2𝑦3𝑑𝑊𝑦

+(−𝑦2
2 − 𝑦2

1)d𝑊𝑧] ,

(3.81)
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即
⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

𝑓1 = {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
v𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
v2 }𝑦1 ,

𝑓2 = {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
v𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
v2 }𝑦2 ,

𝑓3 = {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
v𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
v2 }𝑦3 ,

g(y) = 𝒩 1/2
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

−(ℳ1/2 −𝒩 1/2) 1
v2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

(−𝑦2
2 − 𝑦2

3) 𝑦1𝑦2 𝑦1𝑦3

𝑦1𝑦2 (−𝑦2
3 − 𝑦2

1) 𝑦2𝑦3

𝑦1𝑦3 𝑦2𝑦3 (−𝑦2
2 − 𝑦2

1)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

,

对多维 Runge-Kutta⽅法有

Y𝑖 = y𝑛 + ℎ
𝑖−1

∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗f(𝑌𝑗) +
𝑖−1

∑
𝑗=1

𝑔(Y𝑗)(𝑏
(1)
𝑖𝑗 J1 + 𝑏(2)

𝑖𝑗
J10
ℎ ), 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑠 , (3.82)

y𝑛+1 = y𝑛 + ℎ
𝑠

∑
𝑗=1

𝛼𝑗f(𝑌𝑗) +
𝑠

∑
𝑗=1

𝑔(Y𝑗)(𝛾
(1)
𝑗 J1 + 𝛾 (2)

𝑗
J10
ℎ ) . (3.83)

类⽐于⽅程 (3.67)-(3.68)得到对应的 Runge-Kutta各级表达式。
对Maxwellian的基本⽅程为拓展到有外场情况，有

dv = 𝑞
𝑚𝑎

𝐸 + 𝑞
𝑚𝑎

(v𝑎 × B) + [−𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
ṽ𝑎

𝒩 ′

+ [ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
ṽ2

𝑎
]ṽ𝑎dt

+ 𝒩 1/2dW − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) ṽ𝑎 × (ṽ𝑎 × dW)
ṽ2

𝑎
. (3.84)

将⽅程 (3.84)写成分量形式得令 𝑦𝑎1 = v𝑎𝑥, 𝑦𝑎2 = v𝑎𝑦, 𝑦𝑎3 = v𝑎𝑧，𝑦1 = ṽ𝑎𝑥, 𝑦2 =
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ṽ𝑎𝑦, 𝑦3 = ṽ𝑎𝑧，v = √𝑦2
1 + 𝑦2

2 + 𝑦2
3，则有

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

dvax = 𝑞
𝑚𝑎

𝐸𝑥dt + (v𝑦𝐵𝑧 − v𝑧𝐵𝑦)dt + {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
ṽ𝑎

𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
ṽ2

𝑎
}ṽ𝑎𝑥dt

+𝒩 1/2dW𝑥 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) 1
ṽ2

𝑎
[ṽ𝑎𝑦(ṽ𝑎𝑥dWy − ṽ𝑎𝑦dWx)

−ṽ𝑎𝑧(ṽ𝑎𝑧dWx − ṽ𝑎𝑥dW𝑧)] ,

dvay = 𝑞
𝑚𝑎

𝐸𝑦dt + (v𝑧𝐵𝑥 − v𝑥𝐵𝑧)dt + {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
ṽ𝑎

𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
ṽ2

𝑎
}ṽ𝑎𝑦dt

+𝒩 1/2dW𝑦 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) 1
ṽ2

𝑎
[ṽ𝑎𝑧(ṽ𝑎𝑦dWz − ṽ𝑎𝑧dWy)

−ṽ𝑎𝑥(ṽ𝑎𝑥dWy − ṽ𝑎𝑦dW𝑥)] ,

dv𝑎𝑧 = 𝑞
𝑚𝑎

𝐸𝑧dt + (v𝑥𝐵𝑦 − v𝑦𝐵𝑥)dt + {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
ṽ𝑎

𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
ṽ2

𝑎
}ṽ𝑎𝑧dt

+𝒩 1/2dW𝑧 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) 1
ṽ2

𝑎
[ṽ𝑎𝑥(ṽ𝑎𝑧dWx − ṽ𝑎𝑥dWz)

−ṽ𝑎𝑦(ṽ𝑎𝑦dWz − ṽ𝑎𝑧dW𝑦)] ,

(3.85)

将⽅程 (3.85)写成Wiener过程系数形式，有

⎧⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

d𝑦𝑎1 = 𝑞
𝑚𝑎

𝐸𝑥dt + (𝑦𝑎2𝐵𝑧 − 𝑦𝑎3𝐵𝑦)dt + {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
v𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
v2 }𝑦1dt

+𝒩 1/2dW𝑥 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) 1
v2 [𝑦2(𝑦1dWy − 𝑦2dWx)

−𝑦3(𝑦3dWx − 𝑦1dW𝑧)] ,

d𝑦𝑎2 = 𝑞
𝑚𝑎

𝐸𝑦dt + (𝑦𝑎3𝐵𝑥 − 𝑦𝑎1𝐵𝑧)dt + {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
v𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
v2 }𝑦2dt

+𝒩 1/2dW𝑦 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) 1
v2 [𝑦3(𝑦2dWz − 𝑦3dWy)

−𝑦1(𝑦1dWy − 𝑦2dW𝑥)] ,

d𝑦𝑎3 = 𝑞
𝑚𝑎

𝐸𝑧dt + (𝑦𝑎1𝐵𝑦 − 𝑦𝑎2𝐵𝑥)dt + {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
v𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
v2 }𝑦3dt

+𝒩 1/2dW𝑧 − (ℳ1/2 − 𝒩 1/2) 1
v2 [𝑦1(𝑦3dWx − 𝑦1dWz)

−𝑦2(𝑦2dWz − 𝑦3dW𝑦)] ,

(3.86)
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即
⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

𝑓1 = 𝑞
𝑚𝑎

𝐸𝑥 + (𝑦𝑎2𝐵𝑧 − 𝑦𝑎3𝐵𝑦) + {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
v𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
v2 }𝑦1 ,

𝑓2 = 𝑞
𝑚𝑎

𝐸𝑦 + (𝑦𝑎3𝐵𝑥 − 𝑦𝑎1𝐵𝑧) + {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
v𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
v2 }𝑦2 ,

𝑓3 = 𝑞
𝑚𝑎

𝐸𝑧 + (𝑦𝑎1𝐵𝑦 − 𝑦𝑎2𝐵𝑥) + {−𝑚𝑎+𝑚𝑏
𝑚𝑏

1
2v2

𝑇 𝑏
𝒩 − 1

4
1
v𝒩 ′

+[ℳ − (ℳ𝒩 )1/2] 1
v2 }𝑦3 ,

g(y) = 𝒩 1/2
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

−(ℳ1/2 −𝒩 1/2) 1
v2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

(−𝑦2
2 − 𝑦2

3) 𝑦1𝑦2 𝑦1𝑦3

𝑦1𝑦2 (−𝑦2
3 − 𝑦2

1) 𝑦2𝑦3

𝑦1𝑦3 𝑦2𝑦3 (−𝑦2
2 − 𝑦2

1)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

,

对多维 Runge-Kutta⽅法有

Y𝑖 = y𝑛 + ℎ
𝑖−1

∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗f(𝑌𝑗) +
𝑖−1

∑
𝑗=1

𝑔(Y𝑗)(𝑏
(1)
𝑖𝑗 J1 + 𝑏(2)

𝑖𝑗
J10
ℎ ), 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑠 , (3.87)

y𝑛+1 = y𝑛 + ℎ
𝑠

∑
𝑗=1

𝛼𝑗f(𝑌𝑗) +
𝑠

∑
𝑗=1

𝑔(Y𝑗)(𝛾
(1)
𝑗 J1 + 𝛾 (2)

𝑗
J10
ℎ ) . (3.88)

类⽐于⽅程 (3.67)-(3.68)得到对应的 Runge-Kutta各级表达式。

3.5 ISSDE模拟程序的程序设计
ISSDE模拟程序是采⽤ C++实现的并且可以直接使⽤到类 Unix的操作系

统。对于⾮类Unix系统，⽤⼾可以通过类Unix兼容层来构建 ISSDE，⽐如Cygwin
和MSYS。ISSDE由 I/O模块，初始化模块，推粒⼦模块，并⾏模块，场配置模
块，外⼒场模块以及其他可扩展模块构成。I/O模块从 Lua [92]和 HDf5 [93]程序调
⽤库函数。输⼊⽂件采⽤ Lua⽂件脚本这样可以⽅便⽤⼾设置参数和物理问题，
提⾼程序的编译效率。输出数据采⽤ HDf5格式记录和存储，主要基于 HDF5格
式的如下优势，⾸先 HDF5格式采⽤层次式的逻辑结构、B树物理存储⽅式；其
次 HDF5格式具有⾯向对象的特性，对数据类型的⼴泛⽀持；最后它具有⾃我表
述以及内容与表达的分离的特点。初始化模块提供了⼀些静态采样的⽅法，对
粒⼦系综的初始分布函数进⾏设置。推粒⼦模块将根据分裂法，Newton-Raphson
法和拟⽜顿法进⾏计算，并且提供其他类型的推粒⼦函数，⽐如⽆碰撞的保体积
算法，Runge-Kutta算法等等。并⾏模块采⽤调⽤ OPENMPI，可以将多个粒⼦的
采样并⾏处理，加快程序计算。场配置和外⼒场配置模块包括多种位形的电磁场
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和外场，例如辐射场、重⼒场等。可扩展模型是采⽤ Bash语⾔书写的脚本模块，
可以增强 ISSDE模拟程序的可扩展性 [16]。

3.6 ISSDE程序流程图
如图3.4为 ISSDE程序的流程图，并⾏程序运⾏过程中将分为多个线程同时

运⾏，每⼀个线程都为单个粒⼦的演化。在 I/O 设置中分为 Lua ⽂件的输⼊和
HDF5⽂件的输出。Lua⽂件中包含程序运⾏的基本参数，背景等离⼦体基本物
理参数，例如等离⼦体密度、温度等，各种位形外场的选择开关，以及带电粒⼦
基本参数等，由 EFIT计算出的平衡位型的参数和 NUBEAM计算出的快离⼦初
始位置分布和速度分布也会作为初始输⼊参数。HDF5⽂件中结构化存储了每⼀
个粒⼦每⼀时刻在相空间的坐标和速度信息。粒⼦受到碰撞作⽤的信息包含在
对应的碰撞系数中，而随机过程与Wiener过程相关，可以根据Wiener过程的定
义得到 Wiener过程的每⼀时刻的值 𝑊𝑡。Wiener过程为⼀个随机过程，其初值
𝑊0 = 0，其增量为随机变量，并服从⽅差为 d𝑡，均值为 0的正态分布。利⽤定义
在⼀时刻⽣成均值为 0，⽅差为 d𝑡的⼀个随机变量，在将该随机变量带⼊到主循
环的拟⽜顿法中去。初始参数设置⽬的在于初始化带电粒⼦参数，如粒⼦的初始
位置分布、初始速度分布等，这些分布可以直接设置或由 NUBEAM对应接口输
⼊，为粒⼦演化循环做准备。主循环为带电粒⼦在外场和由碰撞而产⽣随机⼒作
⽤下的演化，并根据需求对所需的数据进⾏存储。主循环中的求解 Stratonovich
SDE的迭代过程由图3.4的右图所⽰ [16]。
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图 3.4 图 (a)为 ISSDE程序流程图，图 (b)为 Newton-Raphson⽅法演化迭代过程

63



第 4章 等离⼦体中的弛豫过程

第 4章 等离⼦体中的弛豫过程
将等离⼦体加热有多种⽅式，除了欧姆加热还有很多辅助加热形式，例如离

⼦回旋波共振加热，低杂波共振加热，电⼦回旋波共振加热以及中性束注⼊加
热。在⾮磁化等离⼦体中，采⽤⾼能电⼦束⼊射到致密等离⼦体进⾏加热也是⼀
种可⾏的机制。热核聚变反应产⽣的 𝛼 粒⼦在等离⼦体中的能量是点⽕之后维
持聚变持续燃烧的重要能量来源。在这些过程中⾼能粒⼦都要和背景等离⼦体
发⽣碰撞而经历弛豫过程，因此对等离⼦体弛豫过程的研究是⾮常重要的。在本
章节中我们⾸先采⽤ ISSDE模拟电⼦束在⾮磁化和磁化 Lorentzian等离⼦体中
的慢化过程，并与 FP⽅程的解析数值解进⾏⽐较，由此我们来验证 ISSDE的正
确性。根据简化的 Lorentzian等离⼦体中动能守恒的性质，我们可以⽐较采⽤分
裂法和采⽤全 Runge-Kutta法对应的能量误差，由此验证 ISSDE数值计算的⻓期
稳定性。作为 benchmark，我们计算Maxwellian分布电⼦与背景Maxwellian分布
电⼦的弛豫过程。然后我们计算电⼦束在背景 Maxwellian电⼦中受碰撞的慢化
过程，离⼦束在 Maxwellian电⼦中受碰撞的慢化过程，并对⼊射粒⼦系综做系
综平均得到系综平均物理量随时间的演化。

4.1 电⼦束在 Lorentzian等离⼦体中的慢化过程
在试探粒⼦慢化过程的计算中，我们只考虑背景粒⼦对⼊射粒⼦的相互作

⽤，不考虑⼊射粒⼦对背景粒⼦的反作⽤，也不考虑⼊射粒⼦之间的相互作⽤。
试探粒⼦初始时刻在速度空间以相同的速度⼊射，其分布函数为

𝑓𝑎(v, 𝑡 = 0) = 𝑛𝑎𝛿(v − v0), v0 = 𝑣0e1 , (4.1)

其中下标 𝑎表⽰试探粒⼦，𝑛𝑎为试探粒⼦的粒⼦数密度，v0为粒⼦在 𝑡 = 0时刻
的速度，e1为初始⼊射⽅向。试探粒⼦所满⾜的 FP⽅程的⼀般表达式为
∂𝑓𝑎
∂𝑡 + v𝑎 ⋅ ∂𝑓𝑎

∂r + F
𝑚𝑎

⋅ ∂𝑓𝑎
∂v𝑎

= (𝛿𝑓𝑎
𝛿𝑡 )𝑐 = − ∂

∂v𝑎
⋅ (𝑓𝑎𝛤𝑎

∂𝐻𝑎
∂v𝑎

) + 1
2

∂2

∂v𝑎∂v𝑎
∶ (𝑓𝑎𝛤𝑎

∂2𝐺𝑎
∂v𝑎∂v𝑎

) .
(4.2)

4.1.1 FP⽅程的理论近似结果
假设在背景等离⼦体中没有外场，即 E = 0,B = 0，则有 F = 0，因为只考虑

背景等离⼦体对⼊射粒⼦的散射过程，因此⼊射粒⼦的分布函数只为速度和时
间的函数即 𝑓𝑎 = 𝑓(v, 𝑡)，因此 ∂𝑓𝑎

∂r = 0。带⼊⽅程 (4.2)左边得

(𝛿𝑓𝑎
𝛿𝑡 )𝑐 = ∂𝑓𝑎

∂𝑡 + v𝑎 ⋅ ∂𝑓𝑎
∂r + F

𝑚 ⋅ ∂𝑓𝑎
∂v𝑎

= ∂𝑓𝑎
∂𝑡 , (4.3)
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所以，试探粒⼦所满⾜的 FP⽅程为
∂𝑓𝑎
∂𝑡 = − ∂

∂v𝑎
⋅ (𝑓𝑎𝛤𝑎

∂ℋ𝑎
∂v𝑎

) + 1
2

∂2

∂v𝑎∂v𝑎
∶ (𝑓𝑎𝛤𝑎

∂2G𝑎
∂v𝑎∂v𝑎

) , (4.4)

将 𝑓𝑎的具体形式代⼊，⽅程左右乘上 v𝑎再进⾏积分得
∂
∂𝑡v0 = 𝛤𝑎

∂𝐻𝑎
∂v𝑎

|𝑣𝑎=𝑣0
= 𝛤𝑎

𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏 ∫ dv𝑏𝑓𝑏(v𝑏) 1

|𝑣0 − 𝑣𝑏| . (4.5)

对 Lorentizan等离⼦体，其分布满⾜

𝑓𝑏(v𝑏, 𝑡 = 0) = 𝑛𝑏𝛿(v𝑏 − v𝑏0) , (4.6)

𝑛𝑏 为背景粒⼦的粒⼦数密度，v𝑏0 表⽰背景等离⼦体粒⼦的速度。因此对应的
Rosenbluth势为

ℋ𝑎(v𝑏) = 𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏 ∑

𝑏
|v𝑎 − v𝑏0| , (4.7)

将⽅程 (4.6)带⼊⽅程 (4.5)得
∂v0
∂𝑡 = −𝛤𝑎𝑛𝑏

𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏

v0 − v𝑏0
|v0 − v𝑏0|3 , (4.8)

我们可以定义慢化时间为
𝜏𝑠(v0) = − v0

∂v0
∂𝑡

, (4.9)

对应的慢化频率为 [94]

𝜈𝑠(v0) = 𝑛𝑏𝛤𝑎
𝑚𝑎 + 𝑚𝑏

𝑚𝑎

v0 − v𝑏0
v0|v0 − v𝑏0|3 . (4.10)

慢化频率是背景等离⼦体密度，温度和⼊射等离⼦体速度的函数。慢化时间也是
背景等离⼦体密度，温度和⼊射等离⼦体速度的函数。其函数关系如下图所⽰
在图4.1中，当背景等离⼦体温度固定 𝑇𝑒 = 4𝑒𝑉，慢化时间作为背景等离⼦体密
度的函数，以⼊射粒⼦初始能量 𝑉𝑝 = 1

2𝑚𝑣2
𝑝 作为参数，其中 𝑉𝑝 为粒⼦动能，v𝑝

为粒⼦速度。⼊射粒⼦以某⼀初始动能⼊射到等离⼦体中时，随着背景等离⼦体
密度的增加，慢化时间逐渐减小。这表明当背景等离⼦体越致密，⼊射粒⼦在单
位时间内受到碰撞越多。
在图4.2中，当背景等离⼦体温度固定为 𝑇𝑒 = 4𝑒𝑉，慢化时间作为⼊射粒⼦

初始动能的函数，将等离⼦体密度作为参数。在某⼀背景等离⼦体密度下，随着
⼊射粒⼦初始动能的增⼤，慢化时间逐渐增⼤。这表明当⼊射粒⼦初始动能越⼤
时，⼊射粒⼦在单位时间内受到的碰撞减少了。这主要是因为随着⼊射粒⼦速度
的增⼤，相应的碰撞截⾯减小了。此解与 D. M. Goebel, and I. Katz (2008)中的解
是⼀致的 [95]。
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图 4.1 ⼊射粒⼦在不同初始动能下，慢化时间随背景等离⼦体密度的变化曲线，⼊射粒⼦
初始动能的单位为 eV。

图 4.2 背景等离⼦体不同密度下，慢化时间随粒⼦⼊射初始动能的变化曲线。
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4.1.2 ISSDE在⾮磁化 Lorentzian等离⼦体中的数值结果
在得到⾮磁化等离⼦体中⼊射粒⼦的理论结果后，我们下⾯采⽤ ISSDE模

拟程序在⼀定的初始条件下对电⼦⼊射到致密 Lorentzian 等离⼦体中的慢化过
程进⾏数值模拟。我们将⾸先得到在含有碰撞情况下，单个粒⼦在背景等离⼦体
的演化，分别得到三维位置空间和三维速度空间中的粒⼦轨迹。然后我们增加粒
⼦数⽬，并且在电⼦⼊射速度⽅向对速度取系综平均，再与相同参数下 FP所得
慢化过程理论结果进⾏对⽐，以验证 ISSDE的正确性。

表 4.1 ⽆磁场下试探粒⼦慢化过程参数，其中 𝜏𝑒𝑖 表⽰电⼦和离⼦的碰撞频率

参数 数值

初始位置 (m) (0, 0, 0)
初始速度 (m/s) (5 × 106)
时间步⻓ (s) 𝜏𝑒𝑖

初始磁场 (T) (0, 0, 0)
等体密度 (cm−3) 1.6 × 1015

等体温度 (eV) 8
初始电场 (V/m) (0, 0, 0)
总步⻓数 5000

数值实验的参数如表4.1，其中 𝛼粒⼦和 𝛽 粒⼦的碰撞时间为

𝜏𝛼𝛽 =
3√𝑚𝛼𝑇 3/2

𝛼 𝜀0

4√2𝜋𝑧2
𝛼𝑧2

𝛽 ln𝛬𝑒4𝑛𝛽

, (4.11)

采⽤ ISSDE模拟程序得到三维位置空间中单个电⼦在碰撞作⽤下的运动轨迹如
图4.3。可以看出，带电粒⼦在碰撞的作⽤下作随机运动。然后得到三维速度空
间中单个电⼦的运动轨迹如图4.4，因为对于简化的 Lorentzian等离⼦体，碰撞随
机⼒只改变粒⼦速度⽅向而不改变速度⼤小，因此粒⼦是保持动能守恒的，在速
度空间在固定球⾯上进⾏随机运动。
采⽤ ISSDE模拟程序采样 10000个粒⼦，将时间步⻓取为 𝛥𝑡 = 0.1𝜏𝑒𝑖，所得

速度空间的粒⼦系的演化如图4.5。因为粒⼦系初始速度都为 5 × 106 m/s，因此粒
⼦系在速度空间是各向异性的，如图 (a)，为粒⼦系演化 10个时间步⻓后在速度
空间的分布。随着粒⼦系的演化，在碰撞作⽤下，粒⼦系在速度空间的逐渐趋于
各向同性分布，如图 (b)、(c)、(d)所⽰，分别为粒⼦系演化 50个时间步，100个
时间步和 500个时间步时在速度空间的分布。碰撞能够使粒⼦系在速度空间发
⽣扩散，分布函数逐渐由各向异性分布变为各向同性分布。
粒⼦系速度在 𝑥 − 𝑦 ⽅向和 𝑦 − 𝑧 ⽅向速度空间的分布函数演化图分别如

图4.6和图4.7，在 𝑥 − 𝑦⽅向，初始时刻，粒⼦系 𝑥⽅向速度分布函数的展宽逐渐
67



第 4章 等离⼦体中的弛豫过程

-0.2
0.5

-0.1

1.4

z(m)
0

y(m)

0

x(m)

0.1

1.2

-0.5 1

-0.5
0.5

0

2

z(m)

y(m)

0

x(m)

0.5

1.5

-0.5 1

z(m)

-1
1

0

3

y(m)

0

x(m)

1

2

-1 1

z(m)

-2
5

-1

4

0

y(m)

0

x(m)

1

2

-5 0

(a) (b)

(c) (d)

图 4.3 采⽤ ISSDE模拟程序得到不同时刻单个粒⼦在三维位置空间的随机演化⾏为。
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图 4.4 采⽤ ISSDE模拟程序得到不同时刻单个粒⼦在三维速度空间的随机演化⾏为。
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图 4.5 ISSDE模拟程序对粒⼦系综在速度空间演化的模拟。粒⼦在⼀个半径为 5 × 106 m/s
的球⾯上演化。

变⼤，但因为每个粒⼦都是动能守恒的，因此粒⼦的速度⼤小上限为 5 × 106 m/s，
粒⼦在 𝑥⽅向速度也将小于 5 × 106 m/s，但是出现了小于 5 × 106 m/s的成分。由
于碰撞相互作⽤，使粒⼦在 𝑦⽅向具有⼀个速度分布，因为粒⼦在 𝑦⽅向的碰撞
是各向同性的，因此，𝑦⽅向速度分布函数是关于 𝑣𝑦 = 0 m/s对称的，如图 (a)，
(b)所⽰。随着慢化过程的不断进⾏，粒⼦系在 𝑥⽅向也逐渐趋于关于 𝑣𝑥 = 0 m/s
的对称分布，如图 (d)所⽰为经过 500𝛥𝑡后粒⼦系速度分布。在 𝑦 − 𝑧⽅向粒⼦
系速度分布在初始时刻是各向同性的，⼤部分粒⼦的速度⼤小由 0 m/s逐渐增⼤，
如图4.7中图 (a),(b)所⽰。随着慢化过程的不断进⾏，粒⼦系在 𝑦 − 𝑧⽅向的速度
分布也逐渐趋于均匀分布。这个过程表明因为碰撞的影响，粒⼦系在 𝑥⽅向的速
度发⽣慢化，而因为单个粒⼦在碰撞过程中动能守恒，粒⼦系 𝑥⽅向的动量向 𝑦
⽅向和 𝑧⽅向转移 [16]。
采⽤如表4.2所⽰的参数，采⽤ 10048个粒⼦，并对整个⼊射粒⼦系综做统

计平均，得到⼊射粒⼦系综平⾏⼊射⽅向平均速度的演化如图4.8。ISSDE程序
模拟的结果⽤点线表⽰，实线表⽰由 FP⽅程所得慢化过程的结果，即⽅程 (4.9)
所描述的结果是吻合的。⼊射粒⼦系平⾏⼊射⽅向的平均速度逐渐减小，然后趋
于平稳。这个结果与 Sherlock(2008) [46]采⽤不同⽅法对慢化过程的描述的结果是
⼀致的。由此可以证明采⽤ ISSDE模拟程序计算慢化过程的正确性 [16]。
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图 4.6 ⾮磁化等离⼦体中粒⼦系速度在 x-y速度空间分布函数演化的 contour图。

图 4.7 ⾮磁化等离⼦体中粒⼦系速度在 y-z速度空间分布函数演化的 contour图。
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表 4.2 ⽆磁场下试探粒⼦慢化过程参数

参数 数值

初始位置 (m) (1.05, 0, 0)
初始速度 (m/s) (5.5 × 106)
时间步⻓ (s) 1 × 10−3𝜏𝑒𝑖

初始磁场 (T) (0, 0, 0)
等体密度 (cm−3) 1.5 × 1014

等体温度 (eV) 8
初始电场 (V/m) (0, 0, 0)
总步⻓数 80000

图 4.8 ⾮磁化背景等离⼦体中⼊射电⼦沿⼊射⽅向的慢化过程，其中实线为 FP⽅程的解，
点线为 ISSDE模拟程序给出结果。
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4.1.3 ISSDE在磁化 Lorentzian等离⼦体中的数值结果
对于磁化等离⼦体中的弛豫过程，则在⽅程的 (3.5)的第⼀式加⼊外场 F𝐿的

影响，在 ISSDE中利⽤分裂法来处理外场的影响。而采⽤ FP⽅程求解却变得复
杂，因此类似于 Stratonovich SDE⽅程的求解，下⾯我们先采⽤ Newton-Raphson
⽅法求解出磁化等离⼦体中 FP⽅程的解，再与 ISSDE所求得结果的系综平均进
⾏对⽐。
假设在背景等离⼦体处在外电磁场下，即 E ≠ 0,B ≠ 0，则有 F = 𝑞(E+v×B)，

因此

(𝛿𝑓𝑎
𝛿𝑡 )𝑐 = ∂𝑓𝑎

∂𝑡 + v𝑎 ⋅ ∂𝑓𝑎
∂r + 𝑞

𝑚(E+ v𝑎 ×B) ⋅ ∂𝑓𝑎
∂v𝑎

= ∂𝑓𝑎
∂𝑡 + 𝑞

𝑚(E+ v𝑎 ×B) ⋅ ∂𝑓𝑎
∂v𝑎

, (4.12)

所以，试探粒⼦所满⾜的 FP⽅程为
∂𝑓𝑎
∂𝑡 + v𝑎 ⋅ ∂𝑓𝑎

∂r + 𝑞
𝑚(E+ v𝑎 ×B) ⋅ ∂𝑓𝑎

∂v𝑎
= − ∂

∂v𝑎
⋅ (𝑓𝑎𝛤𝑎

∂𝐻𝑎
∂v𝑎

) + 1
2

∂2

∂v𝑎∂v𝑎
∶ (𝑓𝑎𝛤𝑎

∂2𝐺𝑎
∂v𝑎∂v𝑎

) ,
(4.13)

将 𝑓𝑎的具体形式代⼊，⽅程左右乘上 𝑣𝑎再进⾏积分得
∂v0
∂𝑡 = − 𝑞

𝑚(E+v0×B)+𝛤𝑎
∂𝐻𝑎
∂v𝑎

|v𝑎=v0
= − 𝑞

𝑚(E+v0×B)+𝛤𝑎
𝑚𝑎 + 𝑚𝑏

𝑚𝑏

∂
∂v0 ∫ dv𝑏𝑓𝑏(v𝑏) 1

|v0 − v𝑏| .
(4.14)

对 Lorentzian等离⼦体，根据⽅程 (4.8)，对⽅程有右边第三项进⾏积分后最终得
∂v0
∂𝑡 = − 𝑞

𝑚E + 𝑞
𝑚v0 × B − 𝛤𝑎𝑛𝑏

𝑚𝑎 + 𝑚𝑏
𝑚𝑏

v0 − v𝑏0
|v0 − v𝑏0|3 , (4.15)

上述⽅程进⾏采⽤中点格式和 Newton-Raphson⽅法迭代求解有⽬标函数

g(v𝑛+1
0 ) = −v𝑛+1

0 +v𝑛
0 − 𝑞

𝑚E− 𝑞
𝑚
v𝑛+1

0 + v𝑛
0

2 ×B− 𝛤𝑎𝑛𝑏
𝑚𝑎 + 𝑚𝑏

𝑚𝑏

v𝑛+1
0 +v𝑛

0
2 − v𝑏0

|v
𝑛+1
0 +v𝑛

0
2 − v𝑏0|3

, (4.16)

Jacobi变换矩阵为
𝐽 = [

∂g(v𝑛+1
0 )

∂v𝑛+1
0

] , (4.17)

令 𝐽 − = 𝐽 −1，给定初值 v0 = (𝑣0
𝑥, 𝑣0

𝑦, 𝑣0
𝑧)，根据迭代式

v𝑛+1
0 = v𝑛

0 − 𝐽 −g(v𝑛+1
0 ) , (4.18)

便可以得到 (𝑣𝑛+1
0𝑥 , 𝑣𝑛+1

0𝑦 , 𝑣𝑛+1
0𝑧 )，反复迭代，直到 𝑣𝑛+1

0 与 𝑣𝑛
0的误差小于给定精度。

现在令电场为 E = 0，磁场 B沿着 𝑧⽅向，⼤小为 1 × 10−3𝑇，其它参数如
表4.1，采⽤ ISSDE模拟单个带电粒⼦磁化等离⼦体受碰撞影响的运动轨迹。单
个粒⼦在三维位置空间的轨迹如图4.9。与单个粒⼦在⾮磁化等离⼦体中的轨迹
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不同，在磁化等离⼦体中，单个带电粒⼦体现出回旋运动和随机运动两种属性。
单个粒⼦在 𝑥 − 𝑦 ⽅向受到 𝑧 ⽅向磁场的约束而作回旋运动，因此带电粒⼦在
𝑥 − 𝑦⽅向的运动范围相⽐较⽆磁场的情况更小。而因为磁场对带电粒⼦在 𝑧⽅
向的运动没有影响，其运动范围相⽐较⽆磁场的情况变化不⼤。单个带电粒⼦在
三维速度空间的演化如图4.10。由图 (a)可以看出，单个带电粒⼦在速度空间的
演化也是在⼀个半径为 5 × 106 m/s的球⾯上的。不同于⾮磁化等离⼦体中的情
况，在磁化等离⼦体中，带电粒⼦速度在 𝑥 − 𝑦⽅向的变化幅度更⼤，这是因为
受到了 𝑧⽅向磁场的约束。

图 4.9 三维位置空间中，采⽤ ISSDE模拟程序得到不同时刻单个带电粒⼦在磁化等离⼦体
中的随机演化⾏为。

为了得到粒⼦系在速度空间的演化，采⽤ ISSDE模拟程序 10000粒⼦的演
化⾏为，取时间步⻓为 𝛥𝑡 = 0.1𝜏𝑒𝑖，其它参数如表4.1。所得粒⼦系在速度空间的
演化如图4.11。与⾮磁化等离⼦体中带电粒⼦系在速度空间的演化不同，在磁化
等离⼦体中，粒⼦系初始时段在速度空间的演化是在球⾯上的振荡，即粒⼦系分
布函数发⽣周期性的变化，如图 (a),(b)所⽰，粒⼦系在速度空间的质⼼位置不断
地发⽣变化。随着系统演化的不断进⾏，粒⼦系在速度空间的部分最终也趋于均
匀分布。
粒⼦系在 𝑥 − 𝑦速度空间和 𝑦 − 𝑧速度空间分布函数的演化如图4.12和图4.13。

在 𝑥 − 𝑦速度空间，带电粒⼦在初始时段因为磁场的影响使 𝑥⽅向的动量向 𝑦⽅
向转移，因此在 𝑦⽅向速度的分布函数的展宽逐渐变⼤，同时，在 𝑥⽅向速度
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图 4.10 三维速度空间中，采⽤ ISSDE模拟程序得到不同时刻单个带电粒⼦在磁化等离⼦
体中的随机演化⾏为。

图 4.11 ISSDE模拟程序对粒⼦系综在速度空间演化的模拟。粒⼦系初始时刻的演化为在
⼀个半径为 5 × 106 m/s的球⾯上振荡的模式。
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分布函数在总⾯积减小的同时展宽也逐渐变⼤，如图 (a),(b)所⽰。分布函数在
𝑥 − 𝑦⽅向不断地发⽣周期性的变化，在图中表现为沿着球⾯的旋转，同时也逐
渐趋于均匀，如图 (c),(d)所⽰。在 𝑦 − 𝑧速度空间，粒⼦系在 𝑧⽅向的速度分布
函数是关于 0 m/s对称的，随着粒⼦系不断的演化，𝑧⽅向分布函数的展宽逐渐
增⼤。而在 𝑦⽅向，由于磁场的作⽤，将 𝑥⽅向的动量转移到 𝑦⽅向，因此 𝑦⽅
向的分布函数的展宽也逐渐增⼤，但由于受到的磁场⼒不是各向同性的，因此粒
⼦系速度分布函数在 𝑦⽅向也是各向异性的。初始时段粒⼦系速度分布函数周
期性的变化，如图4.13中的 (a),(b),(c)所⽰。

图 4.12 磁化等离⼦体中粒⼦系速度在 x-y速度空间分布函数演化的 contour图。

对整个⼊射粒⼦系综做统计平均，得到⼊射粒⼦系综平⾏⼊射⽅向平均速
度，磁化等离⼦体中 FP⽅程结果与 ISSDE结果对⽐如图4.14。两者结果符合得
很好。在磁场的作⽤下，粒⼦系平⾏⽅向的平均速度⼤小周期性的变化，但总
体变化趋势和没有磁场的情况是⼀样的。因为磁场不改变粒⼦的总动能，而是
将动能在垂直与磁场的⽅向上进⾏转移，因此在垂直磁场的两个⽅向上，𝑥⽅向
和 y⽅向，粒⼦系的平均速度⼤小会发⽣周期性的变化。与此同时，垂直于磁场
⽅向总体的平均速度是减小的，这是因为粒⼦间的碰撞在速度空间是各向同性
的，因此粒⼦速度在相空间逐渐趋于各向同性的分布。做系综平均时，各个⽅向
速度⼤小相互抵消。当沿 𝑧⽅向外加磁场下，采⽤ ISSDE模拟得到⼊射粒⼦系
在粒⼦⼊射⽅向系综平均速度的⼤小变化和 FP⽅程所得的结果在开始阶段⼗分
的相似。在经过⼤约 80个碰撞时间后，粒⼦系的平均速度开始趋于平衡，采⽤
ISSDE所得粒⼦系平均速度和 FP⽅程所描述的粒⼦系平均速度就有所不同，采
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图 4.13 磁化等离⼦体中粒⼦系速度在 y-z速度空间分布函数演化的 contour图。

⽤ ISSDE所描述的结果显⽰⼊射粒⼦系减速⾄⼀定程度后其速度会在平衡位置
附近上下摆动，而采⽤ FP⽅程所描述的粒⼦系平均速度的变化则不能体现这⼀
点。右图为⼊射粒⼦系在 y⽅向的速度⼤小变化 [16]。

图 4.14 均匀外磁场作⽤下带电粒⼦在垂直磁场⽅向的慢化过程。图 (a)实线为磁场作⽤下
FP⽅程沿⼊射⽅向的慢化过程的解，虚线为磁场作⽤下 ISSDE模拟给出沿⼊射⽅
向慢化过程的解。图 (b)垂直磁场和⼊射⽅向的慢化过程，实线为 FP⽅程的解，点
线表⽰ ISSDE模拟程序给出的解。

对于简化的 Lorentzian等离⼦体，随机⼒值改变速度⽅向而不改变速度⼤小，
因此其动能是守恒的。我们采⽤ ISSDE来计算各个⽅向动能系综平均的演化。取
参数如表4.2，对于电⼦-离⼦碰撞，也可以采⽤Maxwellian等离⼦体模型，但得到
的结果将类似于 Lorentzian等离⼦体。在⾮磁化与磁化等离⼦体中，采⽤ ISSDE
得到试探粒⼦系各个⽅向动能在 Lorentzian等离⼦体和 Maxwellian等离⼦体中
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的系综平均如图4.15。可以看出，在两种情况下，粒⼦系总动能都是守恒的，平⾏
⼊射粒⼦速度⽅向和垂直⼊射粒⼦速度⽅向动能最终平衡位置都是⼀样的。针
对这两种情况的计算体现出 ISSDE对碰撞计算的准确性。利⽤简化 Lorentzian等

图 4.15 磁化等离⼦体中试探粒⼦系各个⽅向动能的系综平均，图 (a) 背景等离⼦体为
Lorentzian等离⼦体，图 (b)背景等离⼦体为Maxwellian等离⼦体

离⼦体能量守恒的特点，我们采⽤ 2级随机 Runge-Kutta⽅法 R2 [96],分裂法中随
机部分采⽤ 2级随机 Runge-Kutta⽅法以及分裂法中随机部分采⽤隐式中点格式
这三种⽅式进⾏计算。然后我们⽐较相对能量误差。所得结果如图4.16。可以看
出当时间步⻓为 5 × 10−1𝜏𝑒𝑖时，由全随机 Runge-Kutta⽅法计算的数值结果发散
了，采⽤分裂法的结果⽐全随机 Runge-Kutta⽅法更好。而采⽤分裂法的情况中，
随机部分采⽤隐式中点格式的⽐采⽤随机 Runge-Kutta的好。当 Newton-Raphson
或者拟⽜顿法的给定精度为 10−13时，分裂法中采⽤隐式中点格式的数值结果的
相对误差为 10−10。因此分裂法随机部分采⽤隐式中点格式具有⼀定的优势。对
于⼀维单 Wiener过程，随机 Runge-Kutta⽅法 CL，E1和 E2的收敛阶数为 1.5
阶 [96-97]。然而，对于⾼维多Wiener过程，它们的收敛阶数变为 0.5阶。而隐式
中点格式不会有这样的问题，依旧保持 1.0阶。

4.2 Maxwellian分布⼊射电⼦在 Maxwellian分布背景电⼦中的弛豫过
程
相⽐于 Lorentzian等离⼦体，在 Maxwellian等离⼦体中⽬标函数和⽬标函

数的导数都更加复杂。Jacobian矩阵有可能因为不合适的随机数的选取而变得稀
疏或者出现奇异。因此，对于Maxwellian等离⼦体，我们采⽤ Broyden⽅法替代
Newton-Raphson⽅法来求解⾮线性⽅程。作为 benchmark，我们令⼊射粒⼦为具
有和背景磁化 Maxwellian电⼦具有相同速度分布的电⼦。⼊射电⼦的平均速度
为 0 m/s，温度为 8 eV。考虑弛豫过程，如果⼊射电⼦持续处在平衡状态并保持
温度不变，则表明程序是正确的。结果如图4.17，⼊射电⼦在各个⽅向的温度都
保持在 8 eV。数值结果和物理结果的⼀致性表明 ISSDE程序的正确性。
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图 4.16 多种⽅法得到系综平均能量相对误差，(a). 实线表⽰全随机 Runge-Kutta，点线表
⽰分裂法随机部分采⽤随机 Runge-Kutta ⽅法；(b). 虚线表⽰分裂法随机部分采
⽤隐式中点格式
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图 4.17 磁化Maxwellian电⼦中服从相同速度分布的电⼦的温度演化。𝜏𝑒𝑒 表⽰电⼦-电⼦
碰撞的特征时间。⼊射电⼦的初始温度和背景电⼦温度⼀样为 8 eV。
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4.3 粒⼦束在 Maxwellian等离⼦体中的慢化过程
中性束注⼊辅助加热是等离⼦体加热的⼀种基本⽅式。⼊射⾼能中性束将

通过与背景等离⼦体的碰撞电离和电荷交换变为⾼能离⼦束，然后⾼能离⼦通
过碰撞逐渐热化并将能量传递给背景等离⼦体，最终和背景等离⼦体达到平衡。
使⽤ ISSDE程序，我们能够模拟⼊射粒⼦束的慢化过程。也可以计算⼊射粒⼦
束分布函数的演化以及物理量系综平均。在下⾯的小节中，我们将模拟当⼊射粒
⼦为电⼦和离⼦时⼊射粒⼦在磁化 Maxwellian等离⼦体中的慢化过程。对于电
⼦-电⼦碰撞，离⼦-离⼦碰撞，背景电⼦和离⼦是不能看成是静⽌的，因此我们
需要使⽤⽅程 (2.105)来考虑背景温度的影响。

4.3.1 电⼦束在磁化 Maxwellian等离⼦体中的慢化过程
在磁化等离⼦体中，需要考虑外场的影响。参数如下，外加电场强度为 E =

0 V/m，外加磁场沿着 z⽅向，磁场强度⼤小为 𝐵0 = 2 × 10−3 T。⼊射电⼦束的
⽅向垂直于磁场⽅向。系综平均速度随时间的演化如图4.18所⽰。在磁场的影响
下，⼊射电⼦束的动量在垂直于磁场的⽅向上不断的转换。由于碰撞的影响，系
综平均速度逐渐降低，最终降到 0。这意味着⼊射粒⼦系综平均动能由于碰撞的
影响而传递给背景粒⼦。⼊射粒⼦总能量在不同⽅向系综平均的演化如图4.19。
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图 4.18 ⼊射电⼦束在磁化Maxwellian电⼦中三个⽅向系综平均速度的演化。𝜏𝑒𝑒是电⼦-电
⼦碰撞的特征时间

因为碰撞的影响，⼊射粒⼦总能量系综平均随时间降低，并最终达到⼀个恒
定值。⼊射电⼦束总能量因为碰撞而传递给背景电⼦。⼊射电⼦束的平衡可以由
⼊射电⼦束温度的演化看出，如图4.20。⼊射电⼦总能量由⼊射电⼦平均动能和
内能组成。在慢化过程中，⼊射粒⼦平均动能⼀部分转化为⼊射粒⼦内量，⼀部
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Ē(J)

×10
-17

Ēx
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图 4.19 ⼊射电⼦束在磁化Maxwellian电⼦中三个⽅向系综平均能量的演化。点线表⽰总
能量系综平均的演化

分传递给背景粒⼦。当慢化过程不是很剧烈时，⼊射电⼦束的平均动能将先转换
为⼊射电⼦的内能。然后⼊射电⼦内能将以热传导的形式将能量传递给背景电
⼦。最终⼊射电⼦和背景电⼦达到热平衡。⼊射电⼦分布函数的演化可以更清晰
地表明这⼀过程，如图4.21。
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图 4.20 ⼊射电⼦束在三个⽅向温度随时间的演化。最终三个⽅向平衡的温度为 8 eV

在磁场的作⽤下，⼊射电⼦在速度空间旋转。⼊射电⼦经历慢化过程和扩散
过程。在初始阶段，扩散过程占主导，因此分布函数逐渐在速度空间的展宽逐渐
变⼤。然而，当⼊射电⼦系综平均速度不断减小时，慢化过程逐渐占主导因为电
⼦ -电⼦碰撞截⾯逐渐增⼤。而当⼊射电⼦慢化过程变为主导时，⼊射电⼦分布
函数逐渐趋于 Maxwellian分布。当⼊射粒⼦温度和背景达到平衡时，⼊射粒⼦
服从的Maxwellian分布对应的标准差和背景温度是⼀致的。
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图 4.21 ⼊射电⼦束在磁化Maxwellian等离⼦体中分布函数在 x − y速度空间的演化。(a).
𝑡 = 𝜏𝑒𝑒; (b). 𝑡 = 2𝜏𝑒𝑒; (c). 𝑡 = 3𝜏𝑒𝑒; (d). 𝑡 = 4𝜏𝑒𝑒.

4.3.2 离⼦束在磁化 Maxwellian等离⼦体中的慢化过程
考虑⼊射粒⼦为离⼦的情况，并令⼊射离⼦的初始速度为 5.5 × 105 m/s，离

⼦束系综平均速度随时间的演化如图4.22。当⼊射离⼦相对速度很小时，离⼦与
电⼦的碰撞截⾯很⼤，因此慢化过程占主导。相⽐于离⼦回旋半径，离⼦-电⼦
碰撞的时间尺度小 250倍。我们可以看出离⼦系综平均速度在 1到 2个离⼦回旋
周期降到 0。⼊射离⼦系综平均能量的演化如图4.23。
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图 4.22 ⼊射离⼦束在磁化 Maxwellian电⼦中三个⽅向系综平均速度的演化。𝑣𝑥 = 5.5 ×
105 m/s，𝜏𝑖𝑒 为离⼦-电⼦碰撞特征时间
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图 4.23 ⼊射离⼦束在磁化Maxwellian电⼦中系综平均能量在三个⽅向随时间的演化。点
线表⽰总能量系综平均的演化

类似于电⼦-电⼦碰撞，离⼦束总能量通过碰撞传递给背景电⼦，最终⼊射离
⼦和背景电⼦达到平衡。相⽐于电⼦-电⼦碰撞过程，离⼦-电⼦碰撞过程中，⼊
射离⼦的扩散过程相⽐于慢化过程不占主导，这是因为在离⼦-电⼦碰撞过程中，
⼤部分发⽣的都是小⻆散射。因此在离⼦-电⼦碰撞过程中，当慢化过程占主导
时动量交换和能量交换发⽣得很快。这个可以从⼊射离⼦温度随时间的演化看
出，如图4.24。离⼦和电⼦之间迅速的动量和能量交换使⼊射离⼦⼤部分的平均
动能传递给背景电⼦，而小部分平均动能转换为⼊射离⼦的内能。⼊射离⼦最终
温度与背景电⼦温度⼀样。
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图 4.24 ⼊射离⼦束在磁化Maxwellian电⼦中三个⽅向温度的演化。最终三个⽅向的温度
接近 8 eV

⼊射离⼦分布函数的演化如图4.25所⽰。由于慢化过程⼊射离⼦速度在 𝑥−𝑦
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⽅向逐渐降为 0。分布函数的形状可以反映出碰撞的扩散过程。离⼦-电⼦扩散过
程并没有电⼦-电⼦碰撞过程剧烈是因为碰撞过程中⼤部分都是小⻆散射。

图 4.25 ⼊射离⼦束在磁化Maxwellian等离⼦体中分布函数在 x − y速度空间的演化。(a).
𝑡 = 𝜏𝑖𝑒; (b). 𝑡 = 2𝜏𝑖𝑒; (c). 𝑡 = 3𝜏𝑖𝑒; (d). 𝑡 = 4𝜏𝑖𝑒.

4.4 本章⼩结
在本章中，我们⾸先采⽤ ISSDE计算了⾮磁化磁化情况下简化的 Lorentzian

等离⼦体中⼊射电⼦束的慢化过程，我们不仅可以得到单个粒⼦的轨迹，⼊射
粒⼦系综的轨迹，还能对粒⼦分布函数随时间的演化。不仅如此，通过对⼊射
粒⼦系统系综平均量的统计，并将所得结果与 FP ⽅程的解析数值解进⾏对⽐，
其结果的⼀致性表明了 ISSDE隐式模拟程序的准确性。ISSDE对磁化情况的处
理反映出 ISSDE可以计算对于外场更加复杂的情况。在由简化的 Lorentzian等
离⼦体中⼊射粒⼦动能守恒出发，我们⽐较了分裂法下隐式中点格式与全随机
Runge-Kutta⽅法的⻓期稳定性，由此表明 ISSDE在数值误差控制⽅⾯的优良特
性。
作为 benchmark，我们采⽤ ISSDE 计算了 Maxwellian 电⼦在同分布的

Maxwellian 电⼦中的弛豫过程，计算结果和物理过程是⼀致的，我们研究的电
⼦对应的温度⼀直和背景等离⼦体温度保持⼀致。最后我们采⽤ ISSDE对电⼦
束⼊射Maxwellian电⼦以及离⼦束⼊射Maxwellian电⼦慢化过程，由此体现了
ISSDE的适⽤性。离⼦⼊射Maxwellian电⼦与电⼦⼊射Maxwellian电⼦速度空
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间的扩散过程显⽰出截然不同的特性，这些特性和物理是保持⼀致的。采⽤统计
的⼿段得到各个物理量系综平均随时间的变化，并得到粒⼦体系分布函数随时
间的演化。
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第 5章 托卡⻢克中的快离⼦损失与慢化
在聚变装置如 EAST中，由中性束沉积产⽣的快离⼦和聚变产⽣的 𝛼粒⼦能

量很⾼，对⾼能离⼦的约束是聚变研究中重要的物理问题。中性束注⼊等离⼦体
后通过碰撞发⽣电离或者与背景等离⼦体发⽣电荷交换，然后沉积为快离⼦。快
离⼦通过动量交换和能量交换将能量传递给背景等离⼦体。然而因为 EAST磁场
的弯曲与不均匀性，快离⼦将发⽣曲率漂移和梯度漂移，发⽣横跨磁⼒线的动⼒
学⾏为。在⾮对称磁场和 3D扰动的影响下，有的快离⼦挣脱磁场的束缚，变成
损失粒⼦，这些损失粒⼦将会撞击在装置器壁上，对装置造成破坏，引起不稳定
性使等离⼦体熄灭等。因此对快离⼦损失的研究也⼗分的重要。采⽤ ISSDE全
轨道粒⼦追踪程序，我们可以计算在库仑碰撞影响下，快离⼦的损失与慢化与哪
些因素有关。ISSDE是基于 Startonovich SDE的隐式中点法，采⽤分裂法和拟⽜
顿法开发的含库仑碰撞全轨道并⾏模拟程序。在计算 EAST上快离⼦损失过程
中，我们已经在程序中设置了 EFIT和 NUBEAM的程序接口，⽤于设置平衡位
型参数与初始快离⼦分布。在模拟计算中，采⽤ EFIT得到 EAST初始时刻的平
衡位型，采⽤ NUBEAM计算中性束的沉积，得到初始时刻快离⼦的分布，然后
将平衡位型的等离⼦体参数和快离⼦初始时刻分布作为输⼊参数采⽤ ISSDE追
踪快离⼦的轨迹，得到快离⼦损失与慢化的信息。

5.1 平衡位型与初始分布
在我们的模拟中，我们⽤ EFIT得到初始时刻 EAST的平衡位型，在柱坐标

下，EAST磁场强度 B表达式与磁⾯函数 𝜓 的关系为

𝐵𝑅 = 1
𝑅

∂𝜓
∂𝑧 , 𝐵𝑧 = − 1

𝑅
∂𝜓
∂𝑅, 𝐵𝜑 = 𝑔(𝜓)

𝑅 , (5.1)

其中 𝜓 为磁⾯函数，𝑔(𝜓)为极向电流函数，对于给定的 𝜓 和 𝑔(𝜓)，我们可以通
过 (5.1)计算磁场的各个分量值。Experimental Advanced Superconducting Tokamak
(EAST)是⼀个全超导托卡⻢克，第⼀次放电成功在 2006年。EAST的主要参数
如下：⼤半径为 1.75 m，小半径为 0.4 m，拉⻓⽐为 1.6−2，三⻆度为 0.5−0.7，环向
磁场强度为 1.6 − 2.3 T。同时，典型物理参数为：平均电⼦密度为 1 − 5 × 1019 m−3，
中⼼电⼦和离⼦温度分别为 2 − 4 keV和 1 − 2 keV [33,98]。将装置参数和测量到
的等离⼦体参数输⼊到 EFIT中进⾏平衡的重构，EFIT通过求解 GS⽅程来重构
2D托卡⻢克平衡，同时近似保持实验测量。平衡重构对托卡⻢克数据分析和重
建是很重要的。平衡重构可以提供对等离⼦体操作和实验数据解释必要的等离
⼦体形状和储能信息，可以提供输运和稳定性研究所必需的磁场位型和电流，压
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⼒分布 [99-100]。
根据 EFIT，我们得到 #93910炮磁⾯函数如图5.1。对应的磁场位型为双零位

型，磁轴位置为 (1.9721, 0.043)，红⾊线表⽰最外层磁⾯ (LCFS)，⿊⾊虚线表⽰
第⼀壁 (FW)的位置。

图 5.1 EAST放电 #93910磁⾯函数

根据⽅程 (5.1)我们可以计算对应的磁场强度分布如图5.2。环向磁场如图5.2-
(a)，环向磁场 𝐵𝜙沿着⼤环半径⽅向是不断减小的，即环向磁场在⼤环半径⽅向
存在向内的梯度。极向磁场 𝐵𝜃 分布如图5.2-(b)，在最外层磁⾯内，极向磁场是
顺时针旋转的。由于磁场的梯度和弯曲，使快离⼦产⽣梯度漂移和曲率漂移，因
此产⽣横越磁⼒线的运动。

图 5.2 EAST放电 #93910炮磁场强度分量 𝐵𝜙 与 𝐵𝜃
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根据坐标转换，我们可以得到直⻆坐标系下磁场强度 B的表达式为

B = 1
𝑅

∂𝜓
∂𝑧 ( 𝑥

𝑅e𝑥 + 𝑦
𝑅e𝑦) − 1

𝑅
∂𝜓
∂𝑅e𝑧 + 𝑔

𝑅(− 𝑦
𝑅e𝑥 + 𝑥

𝑅e𝑦)

= ( 𝑥
𝑅2

∂𝜓
∂𝑧 − 𝑔𝑦

𝑅2 )e𝑥 + ( 𝑦
𝑅2

∂𝜓
∂𝑧 + 𝑔𝑥

𝑅2 )e𝑦 − 1
𝑅

∂𝜓
∂𝑅e𝑧 , (5.2)

根据⽅程 (5.2)，我们便可以在直⻆坐标系中计算托卡⻢克中任意⼀点磁场强度
⼤小，然后带⼊⽅程 (2.105)便能计算粒⼦轨迹。
中性束注⼊等离⼦体后通过与背景电⼦离⼦碰撞电离和电荷交换的⽅式变

为快离⼦，在等离⼦体中沉积。EAST 上的 NBI 系统⽤两个氘束线，其功率为
2−4 MW，束能量为 50−80 keV。NUBEAM是 PPPL⽤于托卡⻢克快离⼦沉积演
化，慢化以及热化的Monte-Carlo包 [33]。NUBEAM既可以计算中性束注⼊后沉
积的快离⼦分布，也可以计算由聚变反应产⽣的快离⼦分布 [101]。采⽤NUBEAM
我们可以得到快离⼦的初始分布，其分布如图5.3-5.5。A 窗口对应的两个束线
的切向半径分别为 1.264 m 和 0.731 m。图5.3-(a) 为快离⼦初始位置的俯视图，
图5.3-(b) 为快离⼦初始位置在极向⾯的投影，红⾊线表⽰最外层磁⾯。NBI 快
离⼦包含总能量为 𝐸1 的粒⼦部分，能量为 𝐸2 = 1/2𝐸1 的粒⼦部分，以及能量
为 𝐸3 = 1/3𝐸1 的粒⼦部分。在初始时刻，切向束的总能量为 𝐸1 = 65.224 keV。
而每个部分的⽐例为 69.54%, 23.14%和 7.32%。在初始时刻，垂直束的总能量为
𝐸1 = 65.644 keV，各部分的⽐例分别为 65.55%, 12.58%和 21.87%。快离⼦平⾏
⽅向速度在 𝑅⽅向的分布如图5.4。图5.5为初始时刻快离⼦投掷⻆的分布，对于
垂直⼊射的情况，投掷⻆靠近 90∘的⽐例更⼤⼀些，因此对于垂直⼊射情况，其
⾹蕉轨道粒⼦份额更⼤。

5.2 对碰撞的处理
在得到托卡⻢克平衡磁场分布与快离⼦初始时刻位置分布和速度分布后，我

们可以通过 ISSDE追踪每⼀个快离⼦的轨迹。因为碰撞参数是背景粒⼦密度和
温度的函数，因此需要得到粒⼦当地位置的背景密度和温度值，然后带⼊求解对
应的碰撞系数。背景电⼦密度和温度如图5.6-5.7所⽰。采⽤插值的⽅法便可以得
到快离⼦当地位置背景密度和温度值。在计算过程中，采⽤的等离⼦体剖⾯和温
度剖⾯是 4.52 s的，并且这⾥假设背景等离⼦体密度剖⾯和温度剖⾯在计算过程
中不随时间变化。我们假设背景离⼦的温度和密度与背景电⼦具有相同的剖⾯。
对于在 LCFS之外的背景等离⼦体温度和密度，我们在模拟中使⽤ LCFS处对应
的值。
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图 5.3 NUBEAM所得快离⼦初始位置分布。(a),(b)为切向束注⼊，(c),(d)为垂直束注⼊。

图 5.4 NUBEAM所得快离⼦平⾏⽅向速度分布。(a)为切向束注⼊，(b)为垂直束注⼊。

图 5.5 NUBEAM所得快离⼦投掷⻆分布。(a)为切向束注⼊，(b)为垂直束注⼊。
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图 5.6 EAST放电 #93910炮密度分布剖⾯

图 5.7 EAST放电 #93910炮温度分布剖⾯
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5.3 快离⼦损失与慢化
NBI 快离⼦通过动量交换和能量交换向背景等离⼦体转移能量。由于磁场

的弯曲和不均匀性，快离⼦将经历曲率漂移和梯度漂移，横跨磁⼒线运动。⼀些
快离⼦最终会撞到 FW上并损失。利⽤Monte-carlo全轨道并⾏追踪程序 ISSDE，
结合位置空间和 𝑃𝜁 − 𝛬空间的快离⼦信息，我们可以计算出边界为 LCFS和 FW
时快离⼦的直接损失和轨道类型。下⾯我们将介绍库仑碰撞作⽤下的投掷⻆散
射损失、随机扩散损失和慢化过程。

5.3.1 边界为 LCFS和 FW的直接损失
我们来计算边界为 LCFS和 FW时快离⼦的直接损失 [102]。根据对平衡参数

与快离⼦初始位置分布和速度的设置，我们采⽤ ISSDE进⾏计算，对粒⼦信息
进⾏统计。数值实验参数如表5.1，其中 T𝑖𝑐 = 4.07385 × 10−8 s为磁轴磁场强度为
−1.61 T时快离⼦的回旋周期。

表 5.1 快离⼦在等离⼦体中慢化⾏为的参数

变量 参数 数值
𝛥𝑡 时间步⻓ (s) 1

20𝜋 T𝑖𝑐

E 初始电场强度 (V/m) (0, 0, 0)
𝑇 总时间步数 5 × 105

𝑁 总粒⼦数 29952
𝑀 总线程数 32
𝐵0 磁轴处磁场强度⼤小 (T) −1.61

我们得到快离⼦损失位置分布以及损失粒⼦初始时刻位置如图5.8-5.9。损失
粒⼦的位置都在中平⾯以下，这与环向磁场的⽅向有关。当环向磁场为顺时针⽅
向时，环向磁场梯度⽅向指向环形中⼼，所以弱场侧的快离⼦的受⼒⽅向是由强
场侧到弱场侧，所以相应的梯度漂移是向下的。曲率⽅向是沿主要径向向外，所
以快离⼦的离⼼⼒是向外的。因此，相应的曲率漂移⽅向也是向下的。因此，快
离⼦的损失位置将在中平⾯以下。损失离⼦的初始位置是在弱场⼀侧。红⾊点是
损失边界为 LCFS时的离⼦损失位置，蓝⾊点是损失边界为 FW时的离⼦损失位
置。从图5.8和图5.9的 (a)和 (b)可以看出，快离⼦在 FW的损失位置是在中平⾯
附近和偏滤器附近。由于快离⼦的回旋半径很⼤，⼀些已经漂出 LCFS的离⼦会
漂回 LCFS并再次被磁场俘获。图5.8和图5.9的对⽐图显⽰，垂直束的快离⼦的
损失位置包括⾼场侧偏滤器、中平⾯和低场侧中平⾯。而切向束的损失位置包括
⾼场侧偏滤器和低场侧中平⾯。从 (c)-(d)中我们可以看到，对于同向束，损失快

90



第 5章 托卡⻢克中的快离⼦损失与慢化

离⼦的初始位置在⾼场侧附近。这些结果证实了 Xu [62]等⼈之前⼯作的结论。

图 5.8 切向束的快离⼦损失位置，(a)-(b)为损失粒⼦损失时刻位置，(c)-(d)为损失粒⼦初
始时刻位置，红⾊表⽰损失边界为 LCFS，蓝⾊表⽰损失边界为 FW。

有⽆碰撞下快离⼦损失⽐例如表5.2。由于电流是逆时针的，因此 A0beam1
和 A0beam2都为同向束，A0beam1为切向束，A0beam2为垂直束，我们可以看
出，垂直束的损失⽐切向束的损失要⼤。含碰撞情况⽐⽆碰撞的损失要⼤。由碰
撞引起的损失的⽐例⼤于由碰撞引起的⾮损失的⽐例，即在碰撞的作⽤下，快离
⼦的⾏为更加趋向于损失。⽐较粒⼦的初始轨道损失和直接损失，可以看出，对
于切向束，有 4.52%的粒⼦出了 LCFS后没有损失，而是重新被回到 LCFS内。
而对于垂直束，这⼀⽐例达到了 5.11%。因此，特别是对于垂直束，采⽤ FW边
界的直接损失的计算结果更加符合真实物理。⽐较碰撞对直接损失的影响，相⽐
于切向束，垂直束由碰撞引起的损失更⼤，由碰撞引起的⾮损失更小，意味着碰
撞使垂直束趋于损失的⽐例更⼤。碰撞引起的⾮损失是指在碰撞作⽤下，在没有
碰撞时会损失的粒⼦没有损失。
在 8000 T𝑖𝑐 时，垂直注⼊的总损失⼤于切向注⼊，直接损失随的时间演变如

图5.10所⽰。除了表5.2中给出的与损失⽐例有关的数据信息外，在图5.10(a),(b)
中，我们还可以得到快速离⼦损失速率的信息，具体如下。⾸先，在前 1000 T𝑖𝑐，快
离⼦的损失速率明显⾼于平均⽔平，因为⼏乎所有的⾹蕉粒⼦都能在前 1000 T𝑖𝑐
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图 5.9 垂直束的快离⼦损失位置，(a)-(b)为损失粒⼦损失时刻位置，(c)-(d)为损失粒⼦初
始时刻位置，红⾊表⽰损失边界为 LCFS，蓝⾊表⽰损失边界为 FW。

表 5.2 在 8000 T𝑖𝑐 时有⽆碰撞是快离⼦损失⽐例

⼊射中性束 A0beam1
(LCFS)

A0beam2
(LCFS)

A0beam1
(FW)

A0beam2
(FW)

损失⽐例（⽆） 0.1455 0.1622 0.1021 0.1184
损失⽐例（含） 0.1505 0.1786 0.1053 0.1275
碰撞引起的
损失份额

0.0052 0.0165 0.0035 0.0095

碰撞引起的
⾮损失份额

0.0002 0.00007 0.00026 0.00036
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完成⼀次回弹。在没有库仑碰撞或波场⼲扰的情况下，其余粒⼦可以被很好地约
束住，从5.10(a)中可以看出。其次，LCFS边界条件的损失速率⽐ FW的⼤，因
为 SOL中的粒⼦损失也需要⼀定的时间。
垂直束的快离⼦损失率⼤于切向束的快离⼦损失率，这与快离⼦的轨道类

型和这些不同轨道类型的粒⼦的⽐例有关。除了快离⼦的空间信息，快离⼦在
𝑃𝜁 − 𝛬空间的分布也是了解粒⼦轨道类型的必要视⻆，如图5.11-5.14。这⾥，𝑃𝜁

是粒⼦的正则⻆动量，𝛬 = 𝜇𝐵0/𝐸，𝜇和 𝐸 是粒⼦的磁矩和能量，𝐵0是磁轴处
的磁场强度。在全轨道模拟中这些参数可以采⽤如下等式得到

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝐸 = 1
2𝑚𝑣2 ,

𝑃𝜁 = 𝑚𝑅𝑣∥ − 𝑞𝜓𝑝 ,

𝜇 = 𝑚𝑣2
⟂

2𝐵 .

(5.3)

这⾥ 𝑣是粒⼦的速度，𝑣∥ 和 𝑣⟂ 是粒⼦速度的平⾏和垂直分量，𝜓𝑝, 𝐵 是粒
⼦位置上的极向磁通和磁场强度。通过快离⼦在 𝑃𝜁 − 𝛬空间的初始分布，我们
可以得到关于粒⼦轨道类型的更多信息 [103]，如图5.11所⽰。对于固定能量的情
况下，根据粒⼦在磁轴上的 𝑃𝜁 − 𝛬值（虚线），𝑃𝜁 − 𝛬空间被划分为不同粒⼦轨
道类型的区域，具体如下。1）LCFS的最⼤磁场强度（⿊⾊⻓虚线），2）LCFS
的最小磁场强度（⿊⾊实线），3）捕获-通⾏轨道边界（基于 𝑣⟂ = 0的条件，⿊
⾊短虚线），4）和固定 𝜇值下的最⼤ 𝑃𝜁 值（上部⿊⾊实线）。从图5.11中，我们
可以看到，⽆论是切向束还是垂直束，通⾏离⼦的⽐例都⼤于⾹蕉离⼦的⽐例。
在垂直束中，俘获约束离⼦的⽐例要⽐切向束中的⼤。在垂直束中，同向俘获离
⼦的⽐例小于切向束中的⽐例。同向通⾏轨道是切向束和垂直束中损失粒⼦的
主要轨道类型。此外，垂直束中损失⾹蕉离⼦的⽐例⽐切向束中的⼤。
通过⽤ ISSDE跟踪粒⼦到 8000 T𝑖𝑐，我们得到了初始时刻所有能量为 𝐸1, 𝐸2

和 𝐸3 的粒⼦在 𝑃𝜁 − 𝛬 空间的分布，如图5.12所⽰。实际的粒⼦损失的位置与
𝑃𝜁 − 𝛬空间中的标记区域相同，这验证了计算的正确性。我们⽤蓝⾊，和红⾊的
圆圈来标记 𝑃𝜁 − 𝛬空间中由库仑碰撞引起的损失位置。对于切向束，通⾏粒⼦的
⽐例较⾼，而对于垂直束，俘获粒⼦的⽐例较⾼。不同轨道粒⼦的损失位置和⽐
例在位置空间的分布中如图5.13和5.14中。这⾥，蓝⾊的 “+”代表损失的⾹蕉粒
⼦，而红⾊的 “*”代表损失的通⾏粒⼦。灰⾊区域 P1、P2、P3和 P4是损失区域。
切向束和垂直束中的通⾏离⼦在⾼场侧的偏滤器位置和低场侧的中平⾯处损失，
而俘获离⼦则在低场侧的中平⾯处损失。在 𝑡 = 900 T𝑖𝑐 时，对于切向束，主要的
损失粒⼦是通⾏粒⼦，P4的损失率占总损失的 84.52%。对于垂直束，0.37%的
通⾏粒⼦损失在⾼场侧的中间平⾯，即 P1处，俘获粒⼦的损失率为 20.58%，这
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⽐切向束中的俘获粒⼦损失率⾼。

图 5.10 边界为 LCFS和 FW时切向束和垂直束快离⼦损失随时间的变化。(a)⽆碰撞情况，
(b)含碰撞情况。实线表⽰切向束，虚线表⽰垂直束。蓝线表⽰边界为 FW的情况，
红线表⽰边界为 LCFS的情况。

图 5.11 图5.3中不同能量成分的束离⼦在 𝑃𝜁 − 𝛬空间分布。(a) 𝐸1, (b) 𝐸2 和 (c) 𝐸3 . 这⾥，
𝛬 = 𝑚𝐵0/𝐸,𝐵0 是磁轴处的磁场强度，𝐸 是粒⼦能量，环形动量 𝑃𝜁 由 𝑞𝜓𝑤 归⼀
化，𝜓𝑤 是 LCFS处的极向磁通。⿊⾊实线表⽰⾼场侧的边界与固定能量相对应的
LCFS的边界。而⿊⾊的⻓短线表⽰ LCFS的低场侧的边界。粒⼦在 𝑃𝜁 − 𝛬空间
的不同区域有不同的轨道类型，P− − L代表反向通⾏损失区域，P− − C代表反向
通⾏约束区域。P+ − L代表同向通⾏损失区域，P+ − C代表同向通⾏约束趋于。蓝
⾊和红⾊的点对应于图5.3中的切向束和垂直束离⼦。

图 5.12 所有损失离⼦和由碰撞引起的损失离⼦初始时刻在 𝑃𝜁 − 𝛬空间的分布。红点和蓝
点表⽰切向束和垂直束的所有损失离⼦的初始位置，红圈和蓝圈表⽰切向束和垂
直束由库仑碰撞引起的损失离⼦的初始位置
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图 5.13 在切向束的情况下，不同时间内灰⾊区域 P1,P2,P3 和 P4 位置上损失通⾏粒⼦和
⾹蕉粒⼦的⽐例。红⾊ “*”代表损失的通⾏粒⼦，蓝⾊ “+”代表损失的⾹蕉粒⼦。
在 900 T𝑖𝑐 时，P1,P2,P3和 P4的损失通⾏粒⼦⽐例分别为 0%,14.25%,0%和 84.52%，
而 P1,P2,P3和 P4的损失⾹蕉粒⼦⽐例分别为 0%,0%,0%和 1.22%。
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图 5.14 在垂直束的情况下，不同时间内灰⾊区域 P1,P2,P3和 P4位置上损失通⾏粒⼦和⾹
蕉粒⼦的⽐例。红⾊ “*”代表损失的通⾏粒⼦，蓝⾊ “+”代表损失的⾹蕉粒⼦。在
900 T𝑖𝑐 时，P1,P2,P3和 P4的损失通⾏粒⼦⽐例分别为 0.37%,11.79%,0%和 67.25%，
而 P1,P2,P3和 P4的损失⾹蕉粒⼦⽐例分别为 0%,0%,0%和 20.58%。
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5.3.2 由库仑碰撞引起的快离⼦损失
从上⾯的分析中，我们可以从快离⼦在 𝑃𝜁 − 𝛬空间的初始分布看出快离⼦

的直接损失和快离⼦轨道的类型。为了探索库仑碰撞对快离⼦损失和轨道的影
响类型，我们将改变其平⾏速度符号的快离⼦标记为⾹蕉粒⼦，采⽤ ISSDE来
跟踪粒⼦的轨道并计算出快离⼦的轨道类型。结果显⽰在5.3中。这些数据可以
更好地对图5.12中的粒⼦损失和轨道类型进⾏量化。损失的粒⼦的轨道类型也取
决于快离⼦在 𝑃𝜁 − 𝛬空间的初始分布。在垂直束中的⾹蕉离⼦的⽐例要⽐在切
向束中的⾹蕉离⼦⽐例更⼤。表中突出的是，由库仑碰撞引起的⾹蕉粒⼦的⽐
例⾮常⾼。碰撞造成的⾹蕉粒⼦的⽐例⾮常⾼。对于垂直束，这部分粒⼦达到
92.31%。对于切向束，当⾹蕉粒⼦的总⽐例只有 2.58%时，由库仑碰撞引起的损
失的离⼦中⾹蕉粒⼦的⽐例仍然可以达到 58.65%。所以碰撞对⾹蕉离⼦的损失
有较⼤的影响。
由库仑碰撞引起的⼤多数损失的粒⼦在初始时刻都在 LCFS 附近。也就是

说，它们中的⼤多数是边际粒⼦。碰撞造成的损失与投掷⻆散射有关。边际粒⼦
由于投掷⻆散射，有更多的机会进⼊直接损失区。这项研究⽀持以前观察到的证
据（如 Chang等⼈ [104]）。

表 5.3 快离⼦损失与碰撞，⾹蕉轨道粒⼦份额的关系

⼊射中性束 A0beam1 A0beam2

⾹蕉粒⼦份额（⽆） 0.0258 0.3092
⾹蕉粒⼦份额（含） 0.0340 0.3293

损失粒⼦中⾹蕉粒⼦份额（⽆） 0.0203 0.2090
损失粒⼦中⾹蕉粒⼦的份额（含） 0.0384 0.2602
碰撞引起损失粒⼦中⾹蕉粒⼦份额 0.5865 0.9231

为了研究碰撞对损失粒⼦的影响，我们使⽤ ISSDE来跟踪每个粒⼦，直到
损失时刻。由库仑碰撞引起的 𝑃𝜁 − 𝛬空间中每个能量为 𝐸1, 𝐸2 和 𝐸3 的损失粒
⼦的初始时刻和损失时刻的分布如图5.15所⽰。由于碰撞，损失粒⼦在 𝑃𝜁 − 𝛬空
间的位置变化很⼤。我们可以把这些变化分为两种情况。⼀种是 𝑃𝜁 − 𝛬空间中
损失粒⼦位置从约束区变成了损失区，另⼀种情况是粒⼦仍然在约束区，但是粒
⼦却发⽣了损失。对于这两种情况，我们分别在垂直束中选择能量为 𝐸1的 4个
粒⼦，并在位置空间中画出它们的轨道。我们在图5.16中显⽰了所选的粒⼦，在
图5.17和图5.18中显⽰相应粒⼦轨道。在图5.16中，蓝⾊的 “*”和 “o”表⽰情况⼀，
而红⾊ “*”和 “o”代表情况⼆。在5.17和5.18中，⿊⾊的 “*”表⽰在碰撞影响下的
快离⼦的损失位置。因为这些粒⼦在 𝑃𝜁 − 𝛬空间对应 LCFS的最小磁场强度边
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界附近，在碰撞的影响下，它们将在中平⾯的弱磁场侧附近损失。在位置空间的
运动轨迹在情况⼀和情况⼆中没有太⼤区别。这些数据表明，当我们考虑快离⼦
的投掷⻆散射损失时，𝑃𝜁 − 𝛬空间的分布可能没有给出所有的损失，仍然需要粒
⼦轨迹演化信息。

图 5.15 在切向束和垂直束中由库仑碰撞引起的损失离⼦在 𝑃𝜁 − 𝛬 空间不同时间的分布。
蓝点代表初始时刻的位置，红圈代表每个粒⼦损失时刻的位置。

图 5.16 图5.15-(a)中垂直束⼏个典型粒⼦在 𝑃𝜁 − 𝛬空间的分布，编号为 1-4。蓝⾊和红⾊
代表情况⼀和情况⼆。情况⼀是失去的粒⼦在 𝑃𝜁 − 𝛬空间的位置由约束区变到损
失区，而情况⼆是粒⼦仍然在约束区，但粒⼦损失了。

与短时间尺度的直接损失相⽐，库仑碰撞造成的损失是⻓时间尺度的并有
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图 5.17 对应图5.16中情况⼀中标记为 1-4的典型粒⼦轨道

⼀个连续的影响。将计算的总时间扩展到 5.85 × 106 T𝑖𝑐，我们得到的粒⼦损失
如图5.19所⽰。与直接损失的损失速率相⽐，库仑碰撞引起的损失速率较小。我
们假设平均背景粒⼦温度为 2.3 keV，而能量⼤于平均背景粒⼦温度的 3/2的⼊
射粒⼦是快离⼦。不计⼊直接损失粒⼦，在 5.85 × 106T𝑖𝑐 内，切向束和垂直束
由库仑碰撞引起的额外快离⼦损失分别占总粒⼦数的 16.21%和 25.05%。这些结
果与导⼼轨道程序 GYCAVA在类似条件下计算的结果⼀致，如参考⽂献 [105] 中
图 8所⽰。结果数值⼤小的不⼀致主要源于平衡磁场的不同。在磁漂移和库仑碰
撞的共同作⽤下，⼤多数由库仑碰撞引起的损失粒⼦位置在 P4，如图5.20所⽰。
由库仑碰撞引起的快离⼦损失的初始位置分布如图5.20-(b), (d)。有趣的是，与
图5.8,5.9-(c) 所⽰的快离⼦损失相⽐, 由库仑碰撞引起的快离⼦损失⼤部分集中
在低场侧，并且在远离 LCFS的区域周围有更多的快离⼦损失。库仑碰撞通过随
机扩散和投掷⻆散射造成快离⼦的损失。我们可以看到平均⾯密度分布的变化，
如图5.21和5.22所⽰。在直接损失发⽣后，⼤部分快离⼦被限制在等离⼦体中⼼。
在库仑碰撞的作⽤下，发⽣投掷⻆散射。⼀些靠近 LCFS的粒⼦发⽣投掷⻆散射
损失。而远离 LCFS的粒⼦将经历⼀个由多个投掷⻆散射形成的扩散过程。在扩
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图 5.18 对应图5.16中情况⼆中标记为 1-4的典型粒⼦轨道

散过程中，⼀部分快离⼦逐渐接近 LCFS并最终损失，而另⼀部分快离⼦则变为
热离⼦。

5.4 快离⼦在碰撞作⽤下的慢化与能量沉积
快离⼦的慢化过程将加热背景等离⼦体。我们可以把快离⼦物理量系综平

均随时间的变化分为两个阶段，即速度空间扩散阶段和慢化阶段。⽤ ISSDE计
算的慢化过程中快离⼦的速度和能量的系综平均演化如图5.23和5.26所⽰。在
8 × 104 T𝑖𝑐 时间内，快离⼦的系综平均速度和能量在环形磁场的影响下发⽣振荡，
离⼦的系综平均动能在平⾏和垂直⽅向上转移。由于具有不同初始能量的离⼦
的损失率不同，离⼦的总系综平均动能略有下降。如图5.12所⽰，更多的能量为
65.224 keV和 65.644 keV的快离⼦发⽣损失。在碰撞的作⽤下，快离⼦的系综平
均速度和能量将达到平衡。与切向注⼊相⽐，垂直注⼊需要更⻓的时间来达到平
衡。因为在垂直注⼊中，⾹蕉离⼦的⽐例更⾼。更多的离⼦会回弹，速度空间扩
散需要更⻓的时间。
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图 5.19 当总时间为 5.85 × 106 T𝑖𝑐 时，库仑碰撞影响下的快离⼦损失演化，蓝⾊和红⾊实线
显⽰了切向束和垂直束在 FW边界的快离⼦损失。蓝⾊和红⾊的⻓虚线显⽰了没
有碰撞时切向束和垂直束在 FW边界上的损失。这些结果与⽂献 [105] 中的图 8⼀
致。

速度空间的扩散也可以直接由粒⼦在速度空间的分布看出，如图5.24-5.25。
初始时刻，切向束和垂直束在速度空间为具有三种能量⼤小的粒⼦集合，是各向
异性的，在碰撞和磁场的作⽤下，在速度空间逐渐变为各向同性。我们⽤红⾊、
蓝⾊和⿊⾊来代表 1/3总能量、1/2总能量和总能量的粒⼦。在短的时间尺度上，
如 150 T𝑖𝑐，磁场将主要影响快离⼦在速度空间的运动。在这个过程中，速度空间
中的快离⼦的相位差变得越来越⼤，而速度空间发⽣随机扩散。因为碰撞特征时
间⽐离⼦回旋周期⼤ 3个数量级，因此在 1000 T𝑖𝑐 内，离⼦能量⼏乎不变，离⼦
速度在磁场作⽤下在速度空间的固定球⾯上扩散。快离⼦系综能量随时间的变
化如图5.26所⽰。
在速度空间扩散阶段中，由于时间⽐较短，因此看不出慢化过程，当我们将总

时间步数设为 5.85 × 106 T𝑖𝑐，得到系综平均速度和能量随时间的演化如图5.27和
图5.30。由图5.27可以看出，在库伦碰撞作⽤下，切向束和垂直束快离⼦平⾏⽅
向速度逐渐减为 0 m/s。由于在垂直⽅向速度没有规定⽅向，对应的是垂直速度
⼤小，是由平⾏⽅向速度和总速度⼤小确定的。
快离⼦系综在平⾏速度和垂直速度空间随时间的演化如图5.28-5.29，在碰撞

的作⽤下切向束和垂直束平⾏⽅向和垂直速度⽅向逐渐展宽，并且快离⼦速度
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图 5.20 不包括直接损失，由库仑碰撞引起的快离⼦损失的位置和⽐例以及损失的快离⼦
的初始分布。(a), (b)是切向束的情况，(c), (d)是垂直束的情况。灰⾊的正⽅形区
域表⽰快离⼦在中平⾯以下的位置。在图 (a)中，由 P4的库仑碰撞引起的最终快
离⼦损失占切向注⼊离⼦总数的 6%。在图 (c)中，在 P4处由库仑碰撞引起的最终
快离⼦损失占总垂直注⼊离⼦的 13.22%。
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图 5.21 不同时刻的切向束快离⼦的平均密度分布

空间所在球⾯半径逐渐减小，这是因为在碰撞作⽤下快离⼦将能量传递给了背
景等离⼦体。由图5.30可以看出，切向束和垂直束各个⽅向的能量都逐渐降低，
最终趋于平衡值。

5.5 本章⼩结
针对不同的平衡参数位型，快离⼦初始时刻不同的分布，例如初始分布或者

慢化分布，快离⼦在托卡⻢克装置中损失的情况都是不同的。根据 EFIT程序计
算所得等离⼦体平衡以及 NUBEAM计算出的中性束沉积后的快离⼦初始分布，
我们可以采⽤全轨道粒⼦追踪 Monte-Carlo 隐式模拟程序 ISSDE 来计算在库仑
碰撞作⽤下，托卡⻢克中快离⼦的损失与慢化。其中平衡参数为 ISSDE提供当
地位置的密度等信息，将直接影响等离⼦体的碰撞参数，而快离⼦分布则作为初
始时刻条件，不同快离⼦分布对应⾹蕉轨道粒⼦和通⾏轨道粒⼦份额的不同，因
此也会影响快离⼦的损失的数量和位置。
对 #93910炮两个同向束的计算结果表明，由于部分粒⼦在漂移出 LCFS后
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图 5.22 不同时刻的垂直束快离⼦的平均密度分布

图 5.23 速度空间扩散阶段中快离⼦系综平均速度随时间的变化
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图 5.24 速度空间扩散阶段中快离⼦切向⼊射速度空间的演化

图 5.25 速度空间扩散阶段中快离⼦垂直⼊射速度空间的演化
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图 5.26 速度空间扩散阶段中快离⼦系综平均能量随时间的变化

图 5.27 当总时间步数为 5.85 × 106 T𝑖𝑐 时,慢化过程阶段中快离⼦系统平均速度随时间的演
化

图 5.28 慢化过程阶段中快离⼦切向⼊射速度空间的演化
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图 5.29 慢化过程阶段中快离⼦垂直⼊射速度空间的演化

图 5.30 当总时间步数为 5.85 × 106 T𝑖𝑐 时,慢化过程阶段中快离⼦系统平均能量随时间的演
化
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并没有损失，而是重新回到 LCFS内，再次被磁场俘获，因此相⽐于 LCFS边界，
采⽤ FW边界定义直接损失更能够反映粒⼦的真实损失。垂直束⽐切向束中有
更多的离⼦漂出 LCFS并返回到 LCFS，所以使⽤ FW边界定义的直接损失对垂
直束更有意义。当考虑到库仑碰撞时，边际粒⼦将经历投掷⻆散射损失。快离
⼦的直接损失率和轨道类型的⽐率取决于快离⼦在 𝑃𝜁 − 𝛬空间的初始分布情况。
由于库仑碰撞而损失的离⼦中，⾹蕉粒⼦的⽐例⾮常⾼。对于对于垂直光束，这
部分粒⼦的⽐例是 92.31%。对于切向光束，当总⾹蕉粒⼦占到 2.58%，⾹蕉粒⼦
在因碰撞而损失的粒⼦中的⽐例仍然达到了 58.65%. 在⻓时间尺度的模拟中，库
仑碰撞持续影响着快速离⼦的损失。投掷⻆散射和随机扩散在库仑碰撞导致的
快离⼦损失中起着重要作⽤。我们将快离⼦的慢化分为速度空间扩散阶段和慢
化阶段。快离⼦通过库仑碰撞与背景等离⼦体交换动量和能量，并向背景等离⼦
体传递能量。
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第 6章 总结与展望
6.1 ⼯作总结
含碰撞的等离⼦体系统因为粒⼦间的多体相互作⽤以及粒⼦与场的耦合而

变得⼗分复杂，而由碰撞带来的物理过程是⼗分丰富的。作为 FP⽅程求解的可
替代⽅案，采⽤ SDE的数值⽅法来对多尺度，多⾃由度的随机体系进⾏⼤规模
的数值模拟是⼗分有意义的。
本⽂从 Klimontovich⽅程出发，得到描述含碰撞等离⼦体的⼀般⽅程 Boltz-

mann⽅程，再由库仑碰撞模型下对转移概率密度的定义，得到 RMJ势表⽰下的
FP ⽅程。根据 Itô SDE 与 FP ⽅程的随机等价性，Itô SDE 与 Stratonovich SDE，
kinetic SDE的等价性关系得到 Stratonovich SDE，kinetic SDE与 FP⽅程的随机等
价性，并根据背景粒⼦为 Lorentzian等离⼦体，Maxwellian等离⼦体得到对应的
Stratonovich SDE，kinetic SDE的具体表达式，对背景粒⼦为任意分布的情况，也
得到对应的 Stratonovich SDE的表达式。再根据 Stratonovich积分的定义与 Euler-
Maruyama数值⽅法的得到具有隐式中点格式的碰撞算法，采⽤分裂法将离散的
Stratonovich SDE分为确定性部分和碰撞部分，对碰撞部分采⽤ Newton-Raphson
法和拟⽜顿法进⾏计算，最终得到⽤于求解 Stratonovich SDE的 Monte-Carlo模
拟程序 ISSDE，以此来研究等离⼦体中的弛豫过程和快离⼦损失过程。ISSDE模
拟程序具有标准化，模块化和可扩展的特点，能够进⾏⾼效的并⾏计算。
在 Lorentzian等离⼦体中，采⽤ ISSDE模拟了⼊射电⼦束在⾮磁化与磁化致

密等离⼦体中的慢化过程，ISSDE数值结果和 FP⽅程解析数值解结果是⼀致的，
由此可⻅ ISSDE的准确性。Maxwellian电⼦在同分布的Maxwellian电⼦中的弛
豫过程的计算与物理是⼀致的。相⽐于随机 Runge-Kutta⽅法，分裂法下的隐式
中点格式的稳定性更⾼，不会因为误差积累而发散。采⽤ ISSDE对电⼦束⼊射
Maxwellian电⼦以及离⼦束⼊射 Maxwellian电⼦慢化过程的计算体现了 ISSDE
的适⽤性。我们不仅可以得到粒⼦的轨迹信息，通过统计的⼿段，我们也可以得
到物理量系综平均随时间的演化。

EAST平衡位型下快离⼦的损失可以采⽤ ISSDE作为粒⼦追踪程序来计算，
计算等离⼦体平衡的 EFIT程序和计算中性束沉积的 NUBEAM程序作为输⼊程
序为 ISSDE提供背景等离⼦体平衡参数以及快离⼦的初始分布信息。采⽤ ISSDE
对 #093910炮两个反向束进⾏了模拟，不仅可以追踪快离⼦的轨迹，还能探究碰
撞对快离⼦损失的影响。分别考虑快离⼦的初始轨道损失 (损失边界为最外层闭
合磁⾯)和直接损失 (损失边界为第⼀壁)。作为全轨道程序，ISSDE考虑了快离
⼦的回旋运动，当回旋半径很⼤全轨道模拟能够更真实的反应粒⼦轨迹。模拟结
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果表明，在 ISSDE全轨道模拟下，相⽐于初始轨道损失，直接损失更能够反映
粒⼦的真实损失，这是因为部分粒⼦在漂移出 LCFS后并没有损失，而是重新回
到 LCFS内，再次被磁场俘获。相⽐于⽆碰撞的情况，在碰撞的作⽤下，快离⼦
损失得更多。在碰撞影响下损失的粒⼦，绝⼤部分都为⾹蕉轨道粒⼦。对垂直束
而⾔，损失的快离⼦中 92.31%为⾹蕉轨道粒⼦，而对于切向束，在总⾹蕉粒⼦
⽐例为 2.58%时，由碰撞引起损失的快离⼦中⾹蕉轨道的粒⼦的份额为 58.65%。
因此，碰撞对⾹蕉轨道粒⼦的影响更⼤。作为试探粒⼦碰撞程序，ISSDE可以计
算快离⼦在碰撞作⽤下的慢化过程。

6.2 未来⼯作展望
因为试探粒⼦模拟的简单和直观，使得 ISSDE隐式Monte-Carlo模拟程序能

够⽅便的处理含碰撞的等离⼦体物理问题。特别是对于⼊射粒⼦分布函数复杂
的情况，由于 ISSDE是追踪每⼀个粒⼦的轨迹，因此不存在对分布函数复杂的
刻画，只需要通过统计的⽅法得到分布函数的信息即可。采⽤分裂法后，对确定
性部分可以采⽤各种保结构算法，以此提⾼计算的稳定性。⾟算法在确定性数值
⽅法中发展得⼗分成熟。很⾃然的，对随机系统也希望数值⽅法能够是或者接
近⾟算法。但实际上，尽管针对随机微分⽅程发展了不少随机数值算法，系统的
随机⾟算法还是很少。主要是由Milstein作出的⼯作 [106-107]。在这些⼯作中，他
们给出了⾟ Runge-Kutta⽅法，Langevin型⽅程的准⾟积分器被⽤于研究范围更
⼴的物理问题。[108-109] 不仅如此，随机变分⽅法也被⽤来构造随机保⾟算法。该
构造⽅法和随机 Hamilton原理有紧密的联系。随机 Hamilton原理和离散⽅式以
及相应的随机变分积分器已经有 L. J. Wang开发出来。[110] 如果能够找到含碰撞
SDE对应的拉⽒量，在根据随机变分⾟算法来计算，对碰撞的计算将会有良好
的性质。本⽂的算法是建⽴在⽜顿⼒学体系上，因此难以正确反映算法在相空间
的解流信息。将含碰撞的等离⼦体的问题建⽴在哈密顿⼒学体系上，找到相应的
哈密顿量，根据基于⼀类确定性块 Runge-Kutta⽅法的推⼴的随机哈密顿系统的
⾟算法的理论 [106-107,111-113]，可以构造相应的⾟算法，这样能够使算法具有⻓期
保真性质，保证在不同尺度计算的全局稳定性。因此在未来的研究⼯作中将考虑
随机哈密顿系统的⾟算法的构造以及随机⾟算法在相应物理问题上的应⽤。
作为只研究弛豫过程的试探粒⼦模型程序，ISSDE 在计算过程中只考虑了

背景粒⼦对⼊射粒⼦的作⽤⼒，而没有考虑⼊射粒⼦对背景的反作⽤⼒以及⼊
射粒⼦之间的相互作⽤。考虑⾃洽场，各种粒⼦之间的相互作⽤能够使对等离⼦
体的模拟更加完备，也能够研究更⼴泛的等离⼦体物理问题，例如输运过程。在
传统动理论模型或者保结构动理论模型中加⼊碰撞的影响，将碰撞部分加⼊到
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第 6章 总结与展望

保结构 Particle-In-Cell模拟程序，例如变分⾟ PIC [114-115]，正则⾟ PIC [116]、或者
⾮正则⾟ PIC [117]等。保结构的随机⾟算法也在不断的发展中，如果能够将得出
保结构的碰撞算法，对碰撞算法的发展将有很⼤的促进作⽤。这些将在未来的⼯
作中进⾏开发。

kinetic形式在物理意义上相⽐于 Itô形式和 Stratonovich形式更具优势，它不
仅可以给出随机动⼒学和确定性动⼒学⼀个⾃然的对应关系，而且能够给出粒
⼦轨迹动⼒学和 Boltzmann-Gibbs分布⼀个直接的联系。[118-121] 在给出 kinetic具
体积分定义后，可以构造⼀个对应的势函数，该势函数可以与 Boltzmann-Gibbs
分布有⼀个直接的对应关系。[64-66] 对 kinetic SDE的进⼀步开发或许可以发现更
多的物理。
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附录 A 随机 Runge-Kutta⽅法

附录 A 随机 Runge-Kutta⽅法
A.1 随机微分⽅程的随机 Taylor展开
对随机微分⽅程进⾏的随机 Taylor 展开的基本思路是 1. 得到随机积分的

链式法则的积分形式，即 Itô 公式。2. 将随机微分⽅程等价积分解中的被积函
数 𝑓(𝑦(𝑡)) 和 𝑔(𝑦(𝑡)) 通过 Itô 公式进⾏反复迭代而来获得随机微分⽅程的随机
Taylor展开式。下⾯以随机微分⽅程 (3.58)的解析解的随机 Taylor展开为例，阐
述⼀下随机 Taylor展开的过程。⾸先介绍⼀下 Itô公式，Itô公式对应的是确定性
常微分⽅程中的链式法则，即随机微分⽅程应该满⾜的链式法则，采⽤不同的积
分形式将会有不同的积分法则。[96,122]
定理 A.1 假如 (𝑦(𝑡))𝑡∈𝕋 是由随机微分⽅程 𝑑𝑦𝑡 = 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡))𝑑𝑡 + 𝑔(𝑡, 𝑦(𝑡))𝑑𝑊𝑡

表⽰的 Itô过程，如果 𝐹 (𝑡, 𝑥)对 𝑡 ∈ 𝕋 , 𝑥 ∈ ℝ是⼀个实值确定函数并有连续偏导
数 ∂𝐹 /∂𝑡, ∂𝐹 /∂𝑥，以及 ∂2𝐹 /∂𝑥2，那么随机过程 (𝐹 (𝑡, 𝑦))𝑡∈𝕋 也是⼀个 Itô过程并且
满⾜随机微分⽅程

𝑑𝐹 (𝑡, 𝑦) = [∂𝐹
∂𝑡 𝑑𝑡 + ∂𝐹

∂𝑦 𝑓𝑑𝑡 + 1
2 trace(𝑔𝑔𝑇 ∂2𝐹

∂𝑦2 )]𝑑𝑡 + ∂𝐹
∂𝑦 𝑔𝑑𝑊𝑡 . (A.1)

对于标量形式有

𝑑𝐹 (𝑡, 𝑦) = [∂𝐹
∂𝑡 𝑑𝑡 + ∂𝐹

∂𝑦 𝑓𝑑𝑡 + 1
2(∂2𝐹

∂𝑦2 𝑔2)]𝑑𝑡 + ∂𝐹
∂𝑦 𝑔𝑑𝑊𝑡 . (A.2)

将其写为等价的积分形式有

𝐹 (𝑦(𝑡)) − 𝐹 (𝑦(𝑡0)) =
𝑡

∫
𝑡0

(∂𝐹
∂𝑦 𝑓 + 1

2
∂2𝐹
∂𝑦2 𝑔2)𝑑𝑠 +

𝑡

∫
𝑡0

∂𝐹
∂𝑦 𝑔𝑑𝑊 (𝑠) . (A.3)

令算符 𝐿0, 𝐿1满⾜

𝐿0𝑎(𝑦) = ∂𝑎
∂𝑦𝑓 + 1

2
∂2𝑎
∂𝑦2 𝑔2, 𝐿1𝑎(𝑦) = ∂𝑎

∂𝑦𝑔 ,

则⽅程 (A.3)为

𝐹 (𝑦(𝑡)) − 𝐹 (𝑦(𝑡0)) =
𝑡

∫
𝑡0

𝐿0𝐹 (𝑦(𝑠))𝑑𝑠 +
𝑡

∫
𝑡0

𝐿1𝐹 (𝑦(𝑠))𝑑𝑊 (𝑠) . (A.4)

因为我们之后需要采⽤的积分形式为 Stratonovich积分，而 Stratonovich积分的
链式法则与 Itô积分是不同的，即 Stratonovich积分的 Itô公式与 Itô积分是不同
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的，其不同形式在于算符 𝐿0, 𝐿1的不同，对于 Stratonovich积分，算符 𝐿0
𝑆 , 𝐿1

𝑆 满
⾜

𝐿0𝑎(𝑦) = ∂𝑎
∂𝑦𝑓 , 𝐿1𝑎(𝑦) = ∂𝑎

∂𝑦𝑔 . (A.5)

将⽅程 (3.58)中的 𝑓(𝑦(𝑡))和 𝑔(𝑦(𝑡))根据 Stratonovich积分的 Itô公式 (A.4)-(A.5)
替换，再反复迭代，即可得到随机微分⽅程 (3.58)在 𝑦0处的 Taylor展开。为了展
⽰其中的细节，我们将⽅程 (3.58)展开到对应的三重随机 Stratonovich积分。将
⽅程 (3.58)写成等价的积分形式有

𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡0) +
𝑡

∫
𝑡0

𝑓(𝑦(𝑠))𝑑𝑠 +
𝑡

∫
𝑡0

𝑔(𝑦(𝑠)) ∘ 𝑑𝑊 (𝑠) , (A.6)

将被积函数 𝑓(𝑦(𝑠))和 𝑔(𝑦(𝑠))替换有

𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡0) +
𝑡

∫
𝑡0

[𝑓(𝑦(𝑡0)) +
𝑠

∫
𝑡0

𝐿0𝑓(𝑦(𝑧))𝑑𝑧 +
𝑠

∫
𝑡0

𝐿1𝑓(𝑦(𝑧)) ∘ 𝑑𝑊 (𝑧)]𝑑𝑠

+
𝑡

∫
𝑡0

[𝑔(𝑦(𝑡0)) +
𝑠

∫
𝑡0

𝐿0𝑔(𝑦(𝑧))𝑑𝑧 +
𝑠

∫
𝑡0

𝐿1𝑔(𝑦(𝑧)) ∘ 𝑑𝑊 (𝑧)] ∘ 𝑑𝑊 (𝑠) ,

= 𝑦(𝑡0) + 𝑓(𝑦(𝑡0))

𝑡

∫
𝑡0

𝑑𝑠 + 𝑔(𝑦(𝑡0))

𝑡

∫
𝑡0

∘𝑑𝑊 (𝑠)

+
𝑡

∫
𝑡0

𝑠

∫
𝑡0

𝐿0𝑓(𝑦(𝑧))𝑑𝑧𝑑𝑠 +
𝑡

∫
𝑡0

𝑠

∫
𝑡0

𝐿1𝑓(𝑦(𝑧)) ∘ 𝑑𝑊 (𝑧)𝑑𝑠

+
𝑡

∫
𝑡0

𝑠

∫
𝑡0

𝐿0𝑔(𝑦(𝑧))𝑑𝑧 ∘ 𝑑𝑊 (𝑠) +
𝑡

∫
𝑡0

𝑠

∫
𝑡0

𝐿1𝑔(𝑦(𝑧)) ∘ 𝑑𝑊 (𝑧) ∘ 𝑑𝑊 (𝑠) ,
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在将被积函数 𝐿0𝑓(𝑦(𝑧)), 𝐿1𝑓(𝑦(𝑧)), 𝐿0𝑔(𝑦(𝑧)), 𝐿1𝑔(𝑦(𝑧))替换有

𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡0) + 𝑓(𝑦(𝑡0))

𝑡

∫
𝑡0

𝑑𝑠 + 𝑔(𝑦(𝑡0))

𝑡

∫
𝑡0

∘𝑑𝑊 (𝑠)

+
𝑡

∫
𝑡0

𝑠

∫
𝑡0

[𝐿0𝑓(𝑦(𝑡0)) +
𝑧

∫
𝑡0

𝐿0𝐿0𝑓(𝑦(𝑢))𝑑𝑢 +
𝑧

∫
𝑡0

𝐿1𝐿0𝑓(𝑦(𝑢)) ∘ 𝑑𝑊 (𝑢)]𝑑𝑧𝑑𝑠

+
𝑡

∫
𝑡0

𝑠

∫
𝑡0

[𝐿1𝑓(𝑦(𝑡0)) +
𝑧

∫
𝑡0

𝐿0𝐿1𝑓(𝑦(𝑢))𝑑𝑢 +
𝑧

∫
𝑡0

𝐿1𝐿1𝑓(𝑦(𝑢)) ∘ 𝑑𝑊 (𝑢)] ∘ 𝑑𝑊 (𝑧)𝑑𝑠

+
𝑡

∫
𝑡0

𝑠

∫
𝑡0

[𝐿0𝑔(𝑦(𝑡0)) +
𝑧

∫
𝑡0

𝐿0𝐿0𝑔(𝑦(𝑢))𝑑𝑢 +
𝑧

∫
𝑡0

𝐿1𝐿0𝑔(𝑦(𝑢)) ∘ 𝑑𝑊 (𝑢)]𝑑𝑧 ∘ 𝑑𝑊 (𝑠)

+
𝑡

∫
𝑡0

𝑠

∫
𝑡0

[𝐿1𝑔(𝑦(𝑡0)) +
𝑧

∫
𝑡0

𝐿0𝐿1𝑔(𝑦(𝑢))𝑑𝑢 +
𝑧

∫
𝑡0

𝐿1𝐿1𝑔(𝑦(𝑢)) ∘ 𝑑𝑊 (𝑢)] ∘ 𝑑𝑊 (𝑧) ∘ 𝑑𝑊 (𝑠)

= 𝑦(𝑡0) + 𝑓(𝑦(𝑡0))

𝑡

∫
𝑡0

𝑑𝑠 + 𝑔(𝑦(𝑡0))

𝑡

∫
𝑡0

∘𝑑𝑊 (𝑠)

+ 𝐿0𝑓(𝑦(𝑡0))

𝑡

∫
𝑡0

𝑠

∫
𝑡0

𝑑𝑧𝑑𝑠 + 𝐿1𝑓(𝑦(𝑡0))

𝑡

∫
𝑡0

𝑠

∫
𝑡0

∘𝑑𝑊 (𝑧)𝑑𝑠

+ 𝐿0𝑔(𝑦(𝑡0))

𝑡

∫
𝑡0

𝑠

∫
𝑡0

𝑑𝑧 ∘ 𝑑𝑊 (𝑠) + 𝐿1𝑔(𝑦(𝑡0))

𝑡

∫
𝑡0

𝑠

∫
𝑡0

∘𝑑𝑊 (𝑧) ∘ 𝑑𝑊 (𝑠)

+
𝑡

∫
𝑡0

𝑠

∫
𝑡0

𝑧

∫
𝑡0

𝐿0𝐿0𝑓(𝑦(𝑢))𝑑𝑢𝑑𝑧𝑑𝑠 +
𝑡

∫
𝑡0

𝑠

∫
𝑡0

𝑧

∫
𝑡0

𝐿1𝐿0𝑓(𝑦(𝑢)) ∘ 𝑑𝑊 (𝑢)𝑑𝑧𝑑𝑠

+
𝑡

∫
𝑡0

𝑠

∫
𝑡0

𝑧

∫
𝑡0

𝐿0𝐿1𝑓(𝑦(𝑢))𝑑𝑢 ∘ 𝑑𝑊 (𝑧)𝑑𝑠 +
𝑡

∫
𝑡0

𝑠

∫
𝑡0

𝑧

∫
𝑡0

𝐿1𝐿1𝑓(𝑦(𝑢)) ∘ 𝑑𝑊 (𝑢) ∘ 𝑑𝑊 (𝑧)𝑑𝑠

+
𝑡

∫
𝑡0

𝑠

∫
𝑡0

𝑧

∫
𝑡0

𝐿0𝐿0𝑔(𝑦(𝑢))𝑑𝑢𝑑𝑧 ∘ 𝑑𝑊 (𝑠) +
𝑡

∫
𝑡0

𝑠

∫
𝑡0

𝑧

∫
𝑡0

𝐿1𝐿0𝑔(𝑦(𝑢)) ∘ 𝑑𝑊 (𝑢)𝑑𝑧 ∘ 𝑑𝑊 (𝑠)

+
𝑡

∫
𝑡0

𝑠

∫
𝑡0

𝑧

∫
𝑡0

𝐿0𝐿1𝑔(𝑦(𝑢))𝑑𝑢 ∘ 𝑑𝑊 (𝑧) ∘ 𝑑𝑊 (𝑠) +
𝑡

∫
𝑡0

𝑠

∫
𝑡0

𝑧

∫
𝑡0

𝐿1𝐿1𝑔(𝑦(𝑢)) ∘ 𝑑𝑊 (𝑢) ∘ 𝑑𝑊 (𝑧) ∘ 𝑑𝑊 (𝑠) .

同理，将被积函数 𝐿0𝐿0𝑓(𝑦(𝑢)), 𝐿1𝐿0𝑓(𝑦(𝑢)), 𝐿1𝐿0𝑓(𝑦(𝑢)), 𝐿1𝐿1𝑓(𝑦(𝑢))以及
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𝐿0𝐿0𝑔(𝑦(𝑢)), 𝐿1𝐿0𝑔(𝑦(𝑢)), 𝐿1𝐿0𝑔(𝑦(𝑢)), 𝐿1𝐿1𝑔(𝑦(𝑢))替换，即可展开到对应的
三重 Stratonovich积分。我们以 𝐽 表⽰ Stratonovich积分，并定义 𝐽0 = ∫𝑡

𝑡0
𝑑𝑠表⽰

对时间的积分，𝐽1 = ∫𝑡
𝑡0

∘𝑑𝑊 (𝑠)表⽰对Wiener过程的积分。因此最终有

𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡0) + 𝑓(𝑦(𝑡0))𝐽0 + 𝑔(𝑦(𝑡0))𝐽1 + 𝐿0𝑓(𝑦(𝑡0))𝐽00 + 𝐿1𝑓(𝑦(𝑡0))𝐽10

+ 𝐿0𝑓(𝑦(𝑡0))𝐽01 + 𝐿1𝑔(𝑦(𝑡0))𝐽11 + 𝐿0𝐿0𝑓(𝑦(𝑡0))𝐽000 + 𝐿1𝐿0𝑓(𝑦(𝑡0))𝐽100

+ 𝐿0𝐿1𝑓(𝑦(𝑡0))𝐽010 + 𝐿1𝐿1𝑓(𝑦(𝑡0))𝐽110 + 𝐿0𝐿0𝑔(𝑦(𝑡0))𝐽001 + 𝐿1𝐿0𝐽010

+ 𝐿0𝐿1𝑔(𝑦(𝑡0))𝐽011 + 𝐿1𝐿1𝑔(𝑦(𝑡0))𝐽111 + 𝑅 . (A.7)

其中 𝑅表⽰剩下的更⾼阶的项。随机微分⽅程系数的⾼阶导数可以进⼀步展开
得

𝐿0𝑓 = 𝑓 ′𝑓 , (A.8)

𝐿0𝐿0𝑓 = 𝐿0(𝑓 ′𝑓) = (𝑓 ′𝑓)′𝑓 = 𝑓 ″(𝑓 , 𝑓 ) + 𝑓 ′𝑓 ′𝑓 , (A.9)

其中 𝑓 ′和 𝑓 ″分别表⽰线性和双线性算符，写成分量形式为

(𝑓 ′(𝑓 ))𝑖 = 𝑓 𝑖
𝑗 𝑓 𝑗 , (A.10)

(𝑓 ″(𝑓 , 𝑓 ))𝑖 = 𝑓 𝑖
𝑗𝑘𝑓 𝑗𝑓 𝑘 =

𝑚

∑
𝑗,𝑘=1

∂2𝑓 𝑖

∂𝑥𝑗∂𝑥𝑘
𝑓 𝑗𝑓 𝑘 . (A.11)

因此令 𝑦0 = 𝑦(𝑡0)，⽅程 (A.7)有

𝑦(𝑡) = 𝑦0 + 𝑓(𝑦0)𝐽0 + 𝑔(𝑦0)𝐽1 + 𝑓 ′(𝑦0)(𝑓 (𝑦0))𝐽00 + 𝑓 ′(𝑦0)(𝑔(𝑦0))𝐽10

+ 𝑓 ′(𝑦0)(𝑓 (𝑦0))𝐽01 + 𝑔′(𝑦0)(𝑔(𝑦0))𝐽11 + 𝑓 ″(𝑦0)(𝑓 (𝑦0), 𝑓 (𝑦0))𝐽000

+ 𝑓 ′(𝑦0)(𝑓 ′(𝑦0)(𝑓 (𝑦0)))𝐽000 + 𝑓 ″(𝑦0)(𝑓 (𝑦0), 𝑔(𝑦0))𝐽100 + 𝑓 ′(𝑦0)(𝑓 ′(𝑦0)(𝑔(𝑦0)))𝐽100

+ 𝑓 ″(𝑦0)(𝑔(𝑦0), 𝑓 (𝑦0))𝐽010 + 𝑓 ′(𝑦0)(𝑔′(𝑦0)(𝑓 (𝑦0)))𝐽010

+ 𝑔″(𝑦0)(𝑔(𝑦0), 𝑦(𝑡0))𝐽110 + 𝑔′(𝑦0)(𝑔′(𝑦0)(𝑓 (𝑦0)))𝐽110

+ 𝑓 ″(𝑦0)(𝑓 (𝑦0), 𝑔(𝑦0))𝐽001 + 𝑓 ′(𝑦0)(𝑓 ′(𝑦0)(𝑔(𝑦0)))𝐽001

+ 𝑔″(𝑦0)(𝑓 (𝑦0), 𝑔(𝑦0))𝐽010 + 𝑔′(𝑦0)(𝑓 ′(𝑦0)(𝑔(𝑦0)))𝐽010

+ 𝑓 ″(𝑦0)(𝑔(𝑦0), 𝑔(𝑦0))𝐽011 + 𝑓 ′(𝑦0)(𝑔′(𝑦0)(𝑔(𝑦0)))𝐽011

+ 𝑔″(𝑔(𝑦0), 𝑔(𝑦0))𝐽111 + 𝑔′(𝑦0)(𝑔′(𝑦0)(𝑔(𝑦0)))𝐽111 + 𝑅 . (A.12)

由此我们可以看到，如果要构造⾼阶随机 Runge-Kutta⽅法，在展开随机微分⽅
程的解析解和数值解过程中，使复杂度提升的主要是 Stratonovich的多重积分和
随机微分⽅程系数的⾼阶导数的求解。为了简化随机微分⽅程的随机 Taylor展
开，类⽐与确定性 Runge-Kutta⽅法对应的有根树理论，可以采⽤多⾊有根树理
论。
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A.2 Stratonovich多重积分的 Mathematica计算
计算随机多重积分乘积的期望在构造随机微分⽅程数值算法的过程中是⼗

分必要的。随机多重积分乘积的迭代关系能够使我们将多重积分的乘积表达成
相同的类型随机积分的线性组合 [123]。因此，我们可以通过简单的随机积分的值
来得到复杂的随机多重积分乘积的值。根据随机多重积分乘积的迭代关系，我们
可以构造相应的 Mathematica程序。通过这种⽅式⼀⽅⾯加深对 Stratonovich多
重积分乘积的理解，另⼀⽅⾯⽅便对随机微分⽅程数值⽅法的构造。下⾯我们介
绍构造随机多重积分乘积的引理，主要是针对 Itô积分，而 Stratonovich多重积
分乘积可以通过 Itô多重积分和 Stratonovich多重积分的关系来得到。

引理 A.2 如果 𝑗, 𝑗1, ..., 𝑗𝑙 ∈ {0, 1, ..., 𝑚}那么

𝐼(𝑗)𝐼(𝑗1,...,𝑗𝑙) =
𝑙

∑
𝑖=0

𝐼(𝑗1,...,𝑗𝑖,𝑗,𝑗𝑖+1,...,𝑗𝑙) +
𝑙

∑
𝑖=1

𝜒{𝑗𝑖=𝑗≠0}𝐼(𝑗1,...,𝑗𝑖−1,0,𝑗𝑖+1,...,𝑗𝑙) , (A.13)

其中 𝜒𝐴表⽰集合 𝐴的指标函数。
根据引理A.2我们可以计算两个 Itô积分的乘积，其中⽅程左边第⼀项中第

⼀个为单次积分，第⼆个为多重积分。例如计算 𝐼1𝐼(0,1,1)，根据引理内容，我们
可以得到

𝐼1𝐼(0,1,1) = 𝐼(1,0,1,1) + 𝐼(0,1,1,1) + 𝐼(0,1,1,1) + 𝐼(0,1,1,1) + 𝐼(0,0,1) + 𝐼(0,1,0)

= 𝐼(0,0,1) + 𝐼(0,1,0) + 3𝐼(0,1,1,1) + 𝐼(1,0,1,1) .

而要计算两个多重积分的乘积则需要根据如下引理
引理 A.3 如果 𝛼 = (𝑗1, ..., 𝑗𝑙)和 𝛽 = (𝑗′

1, ..., 𝑗′
𝑝)，其中 𝑗𝑖, 𝑗′

𝑘 ∈ {0, 1, ..., 𝑚}，那
么对于 𝑡 ⩾ 0，有

𝐼𝛼,𝑡𝐼𝛽,𝑡 =
𝑡

∫
0

𝐼𝛼,𝑠𝐼𝛽−,𝑠𝑑𝑊 𝑗′
𝑝

𝑠 +
𝑡

∫
0

𝐼𝛼−,𝑠𝐼𝛽,𝑠𝑑𝑊 𝑗𝑙
𝑠 +

𝑡

∫
0

𝐼𝛼−,𝑠𝐼𝛽−,𝑠𝜒{𝑗𝑙=𝑗′
𝑝 ≠0}𝑑𝑠 .

例如计算 𝐼(0,0)𝐼(0,2)，根据引理A.3有

𝐼(0,0)𝐼(0,2) =
𝑡

∫
0

𝐼(0,0)𝐼0𝑑𝑊 2
𝑠 +

𝑡

∫
0

𝐼0𝐼(0,2)𝑑𝑊 0
𝑠

=
𝑡

∫
0

3𝐼(0,0,0)𝑑𝑊 2
𝑠 +

𝑡

∫
0

(2𝐼(0,0,2) + 𝐼(0,2,0))𝑑𝑊 0
𝑠

= 3𝐼(0,0,0,2) + 2𝐼(0,0,2,0) + 𝐼(0,2,0,0) .
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如果要计算随机多重积分乘积的期望，也可以从 Itô积分的期望出发，根据 Itô积
分鞅的性质，对⻓度为 𝑙的 𝛼有

𝐸[𝐼𝛼] =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

ℎ𝑙

𝑙! 𝑖𝑓 𝛼 = (0, 0, ..., 0)

0 in other case ,

如果要求 Stratonovich多重积分的乘积，我们可以先根据 Stratonovich多重积分
与 Itô多重积分的关系，将 Stratonovich多重积分化为 Itô多重积分，然后再根据
Itô多重积分的乘积进⾏求解。Stratonovich多重积分与 Itô多重积分的关系如下
引理
引理 A.4 对于多重指标 𝛼 的⻓度 𝑙 = 0或者 𝑙 = 1时，有 𝐽𝛼 = 𝐼𝛼，而对于

𝑙 ⩾ 2时，有

𝐽𝛼 =
𝑡

∫
0

𝐽𝛼−𝑑𝑊 𝑗𝑙
𝑠 + 1

2𝜒{𝑗𝑙=𝑗𝑙−1≠0}

𝑡

∫
0

𝐽(𝛼−)−𝑑𝑠 .

例如计算 𝐽(1,1,1)，根据引理A.4，我们有

𝐽(1,1,1) =
𝑡

∫
0

𝐽(1,1)𝑑𝑊 1
𝑠 + 1

2

𝑡

∫
0

𝐽1𝑑𝑠

=
𝑡

∫
0

(
𝑡

∫
0

𝐽1𝑑𝑊 1
𝑠 + 1

2𝐽0)𝑑𝑊 1
𝑠 + 1

2

𝑡

∫
0

𝐽1𝑑𝑠

= 𝐼(1,1,1) + 1
2𝐼(0,1) + 1

2𝐼(1,0) .

相应的Mathematica程序可以参考 [123]。

A.3 随机 Runge-Kutta⽅法的双⾊有根树理论
类⽐于确定系统 Runge-Kutta⽅法构造过程中⽤于简化 Taylor展开的有根树

理论，简化随机 Taylor展开可以采⽤多⾊有根树理论，即⽤多种颜⾊来表⽰不
同的Wiener过程。当只有⼀个Wiener过程时，则有双⾊有根树理论。双⾊有根
树的基本思路是采⽤树 𝑡的直观表⽰，结合⼀定的规则，可以直接表⽰出该树对
应的 Taylor展开项中系数⾼阶导数的表达式以及相应多重积分的表达式。因此，
只要将规则讲清楚，这些规则是规定了树，树图，系数⾼阶导以及多重积分的关
系，而树图，系数⾼阶导以及多重积分都可以以树为标准进⾏读出。理清这些关
系，就可以采⽤树或者树图的⽅式来简化随机 Taylor展开式。

其规则是这样的：⾸先阐述树和树图的关系，树根为 𝑡，当 𝑡 = 𝜏 时表⽰为确
定节点，在树图中⽤ •表⽰，当 𝑡 = 𝜎 时表⽰随机节点，在树图中⽤ ∘表⽰。如
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果 𝑡1, ..., 𝑡𝑚 为双⾊树，[𝑡1, ..., 𝑡𝑚]和 {𝑡1, ..., 𝑡𝑚}分别表⽰⽤ •和 ∘连接这些树。树
与树图的对应为树从外往⾥对应树图从上往下，树从左往右对应树图从左往右。
例如，𝑡1 = [𝜎], 𝑡2 = 𝜎，那么树 [𝑡1, 𝑡2] = [[𝜎], 𝜎]从外往⾥，将最外层的 []看成根，
对应的是 •，然后由 []连接两个树 [𝜎]和 𝜎，第⼆个树即为 ∘，而第⼀个树也是从
外往⾥，先为 •，然后由 []在连接⼀个 𝜎，即 ∘，则有树图A.1。

图 A.1 树 [[𝜎], 𝜎]

然后阐述树和⾼阶导数的关系，节点 𝜏对应于 𝑓(𝑦0)，𝜎对应 𝑔(𝑦0)，[𝑡1, ..., 𝑡𝑚]
和 {𝑡1, ..., 𝑡𝑚}分别表⽰ 𝑓 𝑚(𝑦0)(𝑡1, ..., 𝑡𝑚)和 𝑔𝑚(𝑦0)(𝑡1, ..., 𝑡𝑚)，即为 𝑓(𝑦0)和 𝑔(𝑦0)的
多线性映射。树从外往⾥对应⾼阶导数的从外往⾥，树的从左往右对应⾼阶导数
的从左往右。同样以 [[𝜎], 𝜎]为例，则有

[[𝜎], 𝜎] ↦ 𝑓 ″(𝑦0)(𝑓 ′(𝑦0)(𝑔(𝑦0)), 𝑔(𝑦0)) .

最后阐述树与多重积分的关系，节点 𝜏 对应于对时间的积分，⽤ 0表⽰，𝜎
对应于对随机过程的积分，⽤ 1表⽰。[]和 {}分别表⽰对时间和随机过程的积
分。树从外往⾥读，从左往右读，积分从右往左写。同样以 [[𝜎], 𝜎]为例，则有

[[𝜎], 𝜎] ↦ 𝐽1100 .

128



附录 A 随机 Runge-Kutta⽅法

𝑦(𝑡) = 𝑦0 + 𝑓(𝑦0)𝐽0 + 𝑔(𝑦0)𝐽1 + 𝑓 ′(𝑦0)(𝑓 (𝑦0))𝐽00 + 𝑓 ′(𝑦0)(𝑔(𝑦0))𝐽10

+ 𝑓 ′(𝑦0)(𝑓 (𝑦0))𝐽01 + 𝑔′(𝑦0)(𝑔(𝑦0))𝐽11 + 𝑓 ″(𝑦0)(𝑓 (𝑦0), 𝑓 (𝑦0))𝐽000

+ 𝑓 ′(𝑦0)(𝑓 ′(𝑦0)(𝑓 (𝑦0)))𝐽000 + 𝑓 ″(𝑦0)(𝑓 (𝑦0), 𝑔(𝑦0))𝐽100 + 𝑓 ′(𝑦0)(𝑓 ′(𝑦0)(𝑔(𝑦0)))𝐽100

+ 𝑓 ″(𝑦0)(𝑔(𝑦0), 𝑓 (𝑦0))𝐽010 + 𝑓 ′(𝑦0)(𝑔′(𝑦0)(𝑓 (𝑦0)))𝐽010

+ 𝑔″(𝑦0)(𝑔(𝑦0), 𝑦(𝑡0))𝐽110 + 𝑔′(𝑦0)(𝑔′(𝑦0)(𝑓 (𝑦0)))𝐽110

+ 𝑓 ″(𝑦0)(𝑓 (𝑦0), 𝑔(𝑦0))𝐽001 + 𝑓 ′(𝑦0)(𝑓 ′(𝑦0)(𝑔(𝑦0)))𝐽001

+ 𝑔″(𝑦0)(𝑓 (𝑦0), 𝑔(𝑦0))𝐽010 + 𝑔′(𝑦0)(𝑓 ′(𝑦0)(𝑔(𝑦0)))𝐽010

+ 𝑓 ″(𝑦0)(𝑔(𝑦0), 𝑔(𝑦0))𝐽011 + 𝑓 ′(𝑦0)(𝑔′(𝑦0)(𝑔(𝑦0)))𝐽011

+ 𝑔″(𝑔(𝑦0), 𝑔(𝑦0))𝐽111 + 𝑔′(𝑦0)(𝑔′(𝑦0)(𝑔(𝑦0)))𝐽111 + 𝑅 . (A.14)

根据这些规定，我们可以将⽅程 (A.12)表⽰成

𝑦(𝑡) = 𝜙 + 𝜏 + 𝜎 + [𝜏] + [𝜎] + {𝜏} + {𝜎} + [𝜏, 𝜏]

+ [[𝜏]] + [𝜏, 𝜎] + [[𝜎]] + [𝜎, 𝜏] + [{𝜏}] + {𝜎, 𝜏}

+ {{𝜏}} + [𝜏, 𝜎] + [[𝜎]] + {𝜏, 𝜎} + {[𝜎]}

+ [𝜎, 𝜎] + [{𝜎}] + {𝜎, 𝜎} + {{𝜎}} + 𝑅 .

A.4 强 1.5阶随机 Runge-Kutta算法
通过⽐较随机微分⽅程解析解和随机 Runge-Kutta ⽅法 Taylor 展开的式⼦，

我们可以得到随机 Runge-Kutta⽅法的阶条件。相反的，根据阶条件所规定的微
分⽅程的解析解和数值解的关系，我们可以确定随机 Runge-Kutta ⽅法的系数。
下⾯介绍 3 种随机 Runge-Kutta ⽅法，将这三种算法应⽤与 Black Schdule 问题
中，得到相应的收敛性阶数，并与 Itô形式的 Euler-Maruyama算法，Stratonovich
形式的 Euler-Maruyama算法进⾏对⽐。

CL

𝐴 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0
1
2 0 0 0
0 1

2 0 0
0 0 1

2 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝛼𝑇 = (1
6, 1

3, 1
3, 1

6) , (A.15)
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𝐵(1) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0
−0.7242916356 0 0 0
0.4237353406 −0.1994437050 0 0
−1.57845506 0.840100343 1.738375163 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (A.16)

𝐵(2) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0
2.702000410 0 0 0
1.757261649 0 0 0

−2.918524118 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (A.17)

𝛾 (1)𝑇 = (−0.7800788474, 0.07363768240, 1.486520013, 0.2199211524) , (A.18)

𝛾 (2)𝑇 = (1.693950844, 1.636107882, −3.024009558, −0.3060491602) . (A.19)

对于表达式为
𝑑𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑦(𝑡))𝑑𝑡 + 𝑔(𝑦(𝑡)) ∘ 𝑑𝑊 (𝑡) , (A.20)

的 Stratonovich SDE，其 Runge-Kutta⽅法表达式为

𝑌𝑖 = 𝑦𝑛 + ℎ
𝑖−1

∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑓(𝑌𝑗) +
𝑖−1

∑
𝑗=1

(𝑏(1)
𝑖𝑗 𝐽1 + 𝑏(2)

𝑖𝑗
𝐽10
ℎ )𝑔(𝑌𝑗), 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑠 , (A.21)

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ
𝑠

∑
𝑗=1

𝛼𝑗𝑓(𝑌𝑗) +
𝑠

∑
𝑗=1

(𝛾 (1)
𝑗 𝐽1 + 𝛾 (2)

𝑗
𝐽10
ℎ )𝑔(𝑌𝑗) . (A.22)

𝐽10是由 𝐽1累计计算而得的，因此，对于时间步为 ℎ，𝑔1 ∼ 𝑁(0, 1)，𝑔2 ∼ 𝑁(0, 1)
时，有

𝐽1 = √ℎ𝑔1, 𝑔1 ∼ 𝑁(0, 1) ,
𝐽10
ℎ = √ℎ

2 (𝑔1 + 𝑔2

√3
), 𝑔1 ∼ 𝑁(0, 1), 𝑔2 ∼ 𝑁(0, 1) . (A.23)

除了 CL算法具有强 1.5阶外，还有两个强 1.5阶的算法 E1,E2，这两个算法的系
数矩阵和参数分别为

E1

𝐴 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0
1
2 0 0 0
3
2 −1

3 0 0
7
6 0 1

2 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝛼𝑇 = (1
4, 3

4, −3
4, 3

4) , (A.24)

𝐵(1) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0
2
3 0 0 0
1
2

1
6 0 0

−1
2 0 1

2 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (A.25)
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𝐵(2) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0
0 0 0 0

−2
3 0 0 0

1
6

1
2 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (A.26)

𝛾 (1)𝑇 = (−1
2, 3

2, −3
4, 3

4) , (A.27)

𝛾 (2)𝑇 = (3
2, −3

2, 0, 0) . (A.28)

E2

𝐴 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0
2
3 0 0 0
5

12 −3
4 0 0

−1
4

31
12 −4

3 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝛼𝑇 = (3
8, 5

8, − 1
16, 1

16) , (A.29)

𝐵(1) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0
2
3 0 0 0

5.72561792 −2.05895125 0 0
−7.12662744 4.61231160 −0.48568416 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (A.30)

𝐵(2) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0
0 0 0 0

−8 0 0 0
13.82820986 −5.82820986 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (A.31)

𝛾 (1)𝑇 = (−0.7800788474, 0.07363768240, 1.486520013, 0.2199211524) , (A.32)

𝛾 (2)𝑇 = (1.693950844, 1.636107882, −3.024009558, −0.3060491602) . (A.33)

数值算例 1
Itô SDE

𝑑𝑦 = −(𝛼 + 𝛽2𝑦)(1 − 𝑦2)𝑑𝑡 + 𝛽(1 − 𝑦2)𝑑𝑊 , 𝑦(0) = 𝑦0, 𝑡 ∈ [0, 1] , (A.34)

其对应的 Strotonovich SDE为

𝑑𝑦 = −𝛼(1 − 𝑦2)𝑑𝑡 + 𝛽(1 − 𝑦2) ∘ 𝑑𝑊 . (A.35)

其解析表达式为

𝑦(𝑡) = (1 + 𝑦0) exp(−2𝛼𝑡 + 2𝛽𝑊 (𝑡)) + 𝑦0 − 1
(1 + 𝑦0) exp(−2𝛼𝑡 + 2𝛽𝑊 (𝑡)) + 1 − 𝑦0

. (A.36)
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因此有
𝑓(𝑦) = −𝛼(1 − 𝑦2), 𝑔(𝑦) = 𝛽(1 − 𝑦2) . (A.37)

将⽅程 (A.15)-(A.19)带⼊ (A.21)-(A.22)得

𝑌1 = 𝑦𝑛 ,

𝑌2 = 𝑦𝑛 + ℎ𝑎21𝑓(𝑌1) + (𝑏(1)
21 𝐽1 + 𝑏(2)

21
𝐽10
ℎ )𝑔(𝑌1) ,

𝑌3 = 𝑦𝑛 + ℎ𝑎31𝑓(𝑌1) + ℎ𝑎32𝑓(𝑌2) + (𝑏(1)
31 𝐽1 + 𝑏(2)

31
𝐽10
ℎ )𝑔(𝑌1)

+ (𝑏(1)
32 𝐽1 + 𝑏(2)

32
𝐽10
ℎ )𝑔(𝑌2) ,

𝑌4 = 𝑦𝑛 + ℎ𝑎41𝑓(𝑌1) + ℎ𝑎42𝑓(𝑌2) + ℎ𝑎43𝑓(𝑌3)+

+ (𝑏(1)
41 𝐽1 + 𝑏(2)

41
𝐽10
ℎ )𝑔(𝑌1) + (𝑏(1)

42 𝐽1 + 𝑏(2)
42

𝐽10
ℎ )𝑔(𝑌2)

+ (𝑏(1)
43 𝐽1 + 𝑏(2)

43
𝐽10
ℎ )𝑔(𝑌3) ,

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ
𝑠

∑
𝑗=1

𝛼𝑗𝑓(𝑌𝑗) +
𝑠

∑
𝑗=1

(𝛾 (1)
𝑗 𝐽1 + 𝛾 (2)

𝑗
𝐽10
ℎ )𝑔(𝑌𝑗) .

所得结果如图A.2

图 A.2 解析解与 1.5强阶随机 Runge-Kutta数值解

解析解与数值解的误差如图A.3
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图 A.3 1.5强阶随机 Runge-Kutta数值算法与解析解的误差

数值算例 2
随机微分⽅程的⼀般形式为

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑓(𝑋(𝑡))𝑑𝑡 + 𝑔(𝑋(𝑡))𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋(0) = 𝑋0, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇 . (A.38)

Black-Scholes的基本⽅程为 [24]

𝑑𝑋(𝑡) = 𝜆𝑋(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜇𝑋(𝑡)𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋(0) = 𝑋0 (A.39)

其中 𝜆和 𝜇都是实常数；该⽅程的解析解为 [25]

𝑋(𝑡) = 𝑋(0) exp((𝜆 − 1
2𝜇2)𝑡 + 𝜇𝑊 (𝑡)). (A.40)

根据 Itô积分与 Stratonovich积分之间的关系，可以得到与 Itô SDE具有等价
关系的 Stratonovich SDE，对应于⽅程 (2)，其 Stratonovich SDE形式为

𝑑𝑋(𝑡) = [𝜆𝑋(𝑡) − 1
2𝜇2𝑋(𝑡)]𝑑𝑡 + 𝜇𝑋(𝑡) ∘ 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋(0) = 𝑋0, (A.41)

取 𝜆 = 2, 𝜇 = 1, 𝑋0 = 1, 𝛥𝑡 = 1/5000, 𝑇 = 5000，按照⽅程 (3) 可以得到解析
解 Xture，利⽤⽅程 (5),(6) 可以分别得到 Itô SDE 和 Stratonovich SDE 在 Euler-
Maruyama 数值⽅法下的数值解。取收敛性⽐较的时刻为最后⼀个时间步，即
𝑡 = 𝑇，取 1000个不同的Wiener过程来驱动同⼀随机微分⽅程所对应的随机过
程，根据强收敛的定义得到收敛性的阶数。采⽤两种数值格式所得收敛性结果如
图 3所⽰。图中的红⾊虚线为时间间隔 𝛥𝑡的 1

2 阶，蓝⾊虚线为时间间隔 𝛥𝑡的 1
阶，所取的时间间隔分别为 𝛿𝑡, 2𝛿𝑡, 4𝛿𝑡, 8𝛿𝑡,，当时间间隔越小时，两种格式的
算法的收敛性都越好。
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图 A.4 强 1.5阶随机 Runge-Kutta算法收敛性
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