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Runge-Kutta 的有根树理论
Runge-Kutta 方法的阶条件可以通过将微分方程的解析解和数值解分

别通过 Taylor 展开然后进行对比而获得。有根树理论可以用来简化 Taylor
展开式，因此对于 Runge-Kutta 方法阶条件的确定是十分有用的。[1]

对初值问题

dy

dt
= f(t, y) ,

f(t0) = y0, t ∈ [0, T ] . (1)

对于解析解，其方程解的 Taylor 展开式为

y1 = y0 +

∞∑
k=1

hk

k!
y(k)(t0) , (2)

我们可以看到
y′(t) = f(y(t)) = f , (3)

y(2)(t) =
∂f

∂y

dy

dt
= f ′f , (4)

y(3)(t) = f ′′(f, f) + f ′f ′f , (5)

y(4)(t) = f ′′′(f, f, f) + 3f ′′(f, f ′f) + f ′f ′′(f, f) + f ′f ′f ′f , (6)

其中 f ′ 和 f ′′ 分别为线性和非线性的。即有

(f ′f)i = f i
jf

j =
∂f i

∂yj
f j , (7)

f ′′(f, f)i = f i
jkf

jfk =
∂2f i

∂yj∂yk
f jfk , (8)

由上面式子可以看出，当方程解 Taylor展开阶数越高，展开式则越复杂，为
了能够简化表达式，我们采用有根树理论。采用与有根树相关的系数的迭代
表达式来表达对应的 Taylor 展开。

定义 1. 设 T 为有根树的集合，τ 用来表示一个树，其他树可以在这个树上
递归的构建，t ∈ [t1, t2, ..., tm] 表示将子树 t1, t2, ..., tm 直接连接到公共根而
构成的树。即 τ 可以用来表示只有一个节点的树，ϕ 表示空树。用 ρ(t) 表
示树 t 的节点，γ(t) 表示树 t 的密度，α(t) 表示树 t 按照节点进行标号的
方法数。
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根据树的定义，我们可以将方程 (1) 采用树的相关参数进行表示。

定义 2. 对方程 (1)，有根树 t = [t1, t2, ..., tm] 的基本微分递归定义为F (t)y = f (m)(F (t1)y, F (t2)y, ..., F (tm)y) ,

F (ϕ)y = y ,
(9)

在基本微分的定义下，我们有如下定理

定理 1. 我们可以将方程 (1) 做简化，有 [2]

y1(t0 + h) = y0 +
∑
t∈T

hρ(t)

ρ(t)!
α(t)F (t)(y0) , (10)

其中 ρ(t), γ(t), α(t) 分别递归的表示为

ρ(τ) = 1, ρ([t1, t2, ..., tm]) = 1 +

m∑
j=1

ρ(tj) , (11)

γ(τ) = 1, γ([t1, t2, ..., tm]) = ρ([t1, t2, ..., tm])

m∏
j=1

γ(tj) , (12)

α(t) =
ρ(t)!

γ(t)σ(t)
. (13)

其中 σ(t) 表示树的对称性，可以递归的表示，有

σ(τ) = 1, σ([tn1

1 , tn2

2 , ..., tnm
m ]) = n1!n2! · · ·nm!

m∏
j=1

σ(tj)
nj . (14)

则方程 (10) 为解析解的 Taylor 展开。

方程 (1) 的 Runge-Kutta 方法的一般形式为
yn+1 = yn + h

∑s

i=1 biki ,

ki = f(xn + cih, yn + h
∑s

j=1 aijkj) i = 1, 2, ..., s ,

ci =
∑s

j=1 aij ,

(15)

采用 Butcher 点阵来展示方程 (15) 中的系数，即

c1 a11 a12 · · · a1s

c2 a21 a22 · · · a2s
...

...
... · · ·

...
cs as1 as2 · · · ass

b1 b2 · · · bs
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该点阵可以表示为

c A

bT

则方程 (15) 可以简写为Yi = yn + h
∑s

j=1 aijf(Yj), i = 1, 2, ..., s

yn+1 = yn + h
∑s

j=1 bjf(Yj) ,
(16)

针对 Butcher 表，定义树的基本权重：

定义 3. 方程 (16) 对有根树有如下权重：Φ(t) = bTΨ(t)，其中 Ψ(t) 可以递
归的定义 [3, 4]

Ψ(τ) = 1,Ψ([t1, t2, ..., tm]) = (AΨ(t1)) ∗ (AΨ(t2)) ∗ · · · ∗ (AΨ(tm)) , (17)

在基本权重的定义下，方程 (16) 有如下定理

定理 2. 方程 (16) 可以简化为

y(t0 + h) = y0 +
∑
t∈T

β̄(t)

ρ(t)!
hρ(t)Φ(t)F (t)(y0) , (18)

其中 β̄(t) 表示树 t 不按照特定顺序进行标号的方法数。

β̄(t) = γ(t)α(t) , (19)

通过比较解析解和数值解 Taylor 展开的表达式，可以看出，当且仅当
Φ(t) = 1

γ(t)
, ρ(t) ≤ p 时，Runge-Kutta 具有 p 阶精度。
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