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文档主要分为两个部分，第一部分是对牛顿、拟牛顿方法的介绍，第二部分介绍具体的拟牛顿数值方法。

1 非线性方程组解法——牛顿法

Newton 法又称为 Newton-Raphson 法，是采用函数 F(x) 的 Taylor 级数的前面几项来寻找方程 F(x) = 0 的根。
Newton 法是把非线性方程 F(x) = 0 线性化的一种方法。对于单变量又称为切线法，对于多变量则是采用目标函数的
Jocobi 矩阵对非线性方程组的解进行迭代，是用超切平面趋近，拟牛顿法采用割线的思想，用近似矩阵趋近 Jocobi 矩阵，
然后对非线性方程组的解进行迭代，是用超割平面去趋近。牛顿法为平方收敛，自矫正误差不会传递。但是求导过程较为
复杂，并且赋值后的 Jocobi 矩阵可能会稀疏性，奇异性或者病态等问题，导致数值不稳定性。拟牛顿法的收敛速度介于
直线收敛之间，速度会慢于牛顿法，但是稳定性很高。割线法有很多种，2 点割线法，n 点割线法，n+1 点割线法（n 是
方程的个数），其中 n+1 点割线法的效率是最高的。拟牛顿法具有 n+1 点割线法的效率，同时具备很高的稳定性。
对于给定的一个 n× n 的非线性方程组

F(x) = [f1(x), f2(x), · · · , fn(x)]T = 0 , (1)

对应的 Jocobi 矩阵为

F′
(x) =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xn...

...
...

∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

· · · ∂fn
∂xn

 , (2)

对于牛顿法，x0 给定，然后进行迭代
xk+1 = xk − [F′

(xk)]−1F(xk) . (3)

令 Ak = F′
(xk)，则原式为

xk+1 = xk −A−1
k F(xk) , (4)

2 拟牛顿法数值方法的介绍

拟牛顿法的基本思路是不断用一个低秩矩阵对 Ak 进行修正，低秩矩阵不同得到的方法也不同。拟牛顿法主要用来解
决两类问题，一是 n 个方程 n 个未知数的系统，二是非约束函数的最小值问题。拟牛顿法解决这两类问题时主要的不同
在于生成的近似导数矩阵不同，对于非线性问题，采用的是 Jacobian 矩阵，即目标函数的一阶导矩阵，对于非约束最小
值问题，采用的是 Hessian 矩阵，即目标函数的二阶导矩阵。对于非约束最小值问题求解的拟牛顿法，其种类是很多的，
并且随着机器学习等学科的兴起而不断的增加，但是这些方法之间的关系并不是十分清楚的 [1]。而对于非线性方程求解
的拟牛顿方程，主要采用的是 Broyden 方法 (1965)[2]，而对于非约束最小值问题，则采用 Powell 对称形式的 Broyden
方法 [3]，Davidon-Fletcher-Powell(DFP)[4, 5] 方法以及 Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno(BFGS) 方法 [6, 7, 8, 9]。
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2.1 各个方法的迭代表达式

1. Broyden 方法是秩为 1 的算法 [2] xk+1 = xk −B−1
k F(xk) ,

Bk+1 = Bk +
(yk−Bksk)(sk)T

(sk)T sk ,
(5)

这里 B 表示的是目标函数的一阶导矩阵，即 Jacobi 矩阵，其中 sk = xk+1 − xk, yk = F(xk+1)− F(xk)。方程 (5) 中要求
线性系统 Bksk = −F(xk) 的解，这个要求是比较难解的。为了克服这个困难，可以通过 Sherman 和 Morrison 的理论来
解决 [10]。该理论得出这样一个定理：

定理 1. 令 u, v ∈ Rn 并假设 A ∈ L(Rn) 是非奇异的，那么 A + uvT 是非奇异的当且仅当 σ = 1 + vTA−1u ̸= 0. 如果
σ ̸= 0，那么

(A+ uvT )−1 = A−1 − (1/σ)A−1uvTA−1 . (6)

根据这一条定理，方程 (5) 可以写成不含求逆项的方程，或者在实际迭代过程中只需要一次求逆的迭代表达式。令
Hk+1 = B−1

k+1, Hk = B−1
k ，根据方程 (5) 的第二式以及方程 (6)，我们可以得到
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则有
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因此可以得到改进的 Broyden 表达式 xk+1 = xk −HkF(xk) ,

Hk+1 = Hk +
(sk−Hkyk)(sk)THk

(sk)THkyk
.

(7)

对于非约束最小值问题，采用的是 Hessian 矩阵，因此，以下 B 代表的是目标函数的二阶导矩阵，即 Hessian 矩阵。
2. Powell 对称形式的 Broyden 方法是一个秩为 2 的算法 [3]，是一个具有对称性的算法xk+1 = xk −B−1

k F(xk) ,

Bk+1 = Bk +
(yk−Bksk)sTk +sk(yk−Bksk)T

sTk sk − (yk−Bksk)T sksksTk
[(sk)T sk]2 .

(8)

3. Davidon-Fletcher-Powell(DFP) 方法 [4, 5]xk+1 = xk −B−1
k F(xk) ,

Bk+1 = Bk +
(yk−Bksk)yT

k +yk(yk−Bksk)T
yT
k sk − (yk−Bksk)T skykyT

k

[(yk)T sk]2 .
(9)

在对称性的基础上，还具有继承正定性，即当 Bk 为正定的时候，Bk+1 也为正定的。
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即如果令 Hk = B−1
k ，可以得到改进的 DFP 方法xk+1 = xk −HkF(xk) ,

Hk+1 = Hk +
sksTk
sTk yk

− HkykyT
k Hk

(yk)THkyk
.

(10)

4. BFGS(Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) 方法 [6, 7, 8, 9]xk+1 = xk −HkF(xk) ,

Hk+1 = (I − skyT
k

yT
k sk )Hk(I − yksTk

yT
k sk ) +

sksTk
yT
k sk .

(11)

BFGS 方法又称为互补 DFP 方法。BFGS 方法的更新矩阵 H̄BFGS 和 DFP 方法的更新矩阵 H̄DFP 满足关系式

H̄BFGS = H̄DFP + vvT ,

其中
v = (yTHy)1/2[ s

sTy − Hy
yTHy ] ,
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